
CARNEGIE INSTITUTE 
OF TECHNOLOGY 
LIBRARY 



A eBANTBT 

THE BUHL FOUNDATION 


PITTSBURGH 






VOELEBr]S^GE]N^ 


IBBR 


NEUERE GEOMETRIE 


De. MORITZ PASCH, 

PBOFIESSOR AN DEE UmTBBSITAT ZTT GIESfaEN 



LEIPZIG, 

DEDCK UND VJBELAG VON B G. TBUBNEE 




Y o r w o r t 


Bei den bi&herigen Bestrebungen, die grundlegenden Theile der 
Geometrie in eine Gestalt zn briDgen, welclie den mit der Zeit ver- 
scharften Anfoiderungen entspricht, ist der empiriscbe Ursprueg 
del Geometrie nicht mit voller Entscbiedenheit zur Geltmig ge- 
kommen. Wenn man die Geometrie als eine Wissenscbaft anffasst^ 
welclie, durch gewisse Natnrbeobachtnngen hervorgerufen , aus den 
nnmittelbar beobachteten Gesetzen emfacber Erseheinungen ohne 
jede Zuthat und auf rein dednctivem Wege die Gesetze complicirterer 
Erseheinungen zu gewinnen sucht, so ist man freilich genothigt, 
manche liberlieferte Vorstellung auszusclieiden oder ihr erne andere 
als die iibliclie Bedeutung beizulegen; dadurch wird aber das von 
der Geometrie zu verarbeitende Material auf seinen wahren Um- 
fang zuriickgefuhrt und einer Eeihe von Controversen der Boden 
genommen. 

Diese Auffassung suchen die folgenden Blatter in aller Strenge 
durchzufuhren. Mag man immerhin mit der Geometrie nocli man- 
cherlei Speculationen verbinden; die erfolgreiche Anwendung, welche 
die Geometrie fortwahrend in den Naturwissenschaften und im prak- 
tischen Leben erfahrt, berulit jedenfalls nur darauf, dass die geo- 
metnschen Begriffe ursprunglich genau den empirischen Objecten 
entsprachen, wenn sie auch allmahlich mit einem Netze von kunst- 
lichen Begriffen ubersponnen wurden, um die theoretische Ent- 
wickelung zu fordern ; und indem man sich von vornherein auf den 
empirischen Kern besehrankt, bleibt der Geometrie der Oharakter 
der Naturwissenschaft erhalten, vor deren anderen Theilen jene sich 
dadurch auszeichnet, dass sie nur eine sehr geringe Anzahl von 
Begriflfen und Gesetzen nnmittelbar aus der Erfahrung zu entnehmen 
braucht. 

Die Arbeit befasst sich im Wesentlichen nur mit den projec- 
tiven Eigenschaften der Figuren und geht nicht weiter, als nothig 
ersohien^ um etwas Abgerundetes zu geben. Sie beginnt mit der 
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AufzaUnng der eiforderlicheu Giundbegriffe und Gruiidsatze und 
schliesst niit der EmfuhruDg der Coordmaten imd der Coordmaten- 
recimung fur Punkte und Ebenen; eine wesentliehe Folge der oben 
entwickelten Anffassung ist es, dass der Begriff des Punktes erst 
in seiner letzten Gestalt die Merkmale erhalt. welcbe man sonst 
von vornlierem mit dem sog ,,matliematischen Punkte“ zu verbin- 
den pflegt. Perspectivitat, Collmeation und Reciprocitat w. den in 
Betracht gezogen, imaginare Elemente und kiumme Gebilde bleiben 
jedoch ausgeschlossen. Dass die projective Geometiie unabliangig 
von del Parallelentlieone besteht und sich ohne deren Zuziehung 
begriinden lasst^ hat zuerst Heir P Klein bemerkt und mehrfach 
erortert. Vollstandig aber konnte leh die Massbegnffe nicht ver- 
meiden, ohne den eingenommenen Standpunkt zu beeintrachtigen, 
und musste deshalb die Lehie von dei Congruenz hinemziehen, 
welche bei dieser Gelegenheit bis zur Aufstellung des Polarsystemes, 
worm jedei Ebene der Durchsclmittspunkt ihrer Senkrechten ent- 
spricht, fortgefiihrt wird 

Schliesslich sei bemerkt^ dass die vorliegende Schnft aus aka- 
deinischen Vorlesungen hervorgegangen ist, welche zuerst im Winter- 
semester 1873/74 gehalteii wurden 

Giessen, im Marz 1882 


M. Pasch. 



Die nenere Geomeiarie bildet, ibrer EntsteliuBg iiacb^ emeu 
Gegensatz Bicbt so sehr znr Geometne der Alten^ wie zur analy- 
tischen Geometrie. Von der Geometrie der Alton j wie sie you 
EuMid zusammengefasst, nachher stetig erweitert and vielfacb nm- 
gestaltet, aber in ihrein Charakter nicbt wesentlicli verandert wor- 
den ist, giebt ein Tbeil die znm Stadium der analjtischen Geometne 
erforderlichen Vorkenntnisse^ man kann diesen Theil die Elemente 
nennen and jene Geometrie iiberbaupt die elementare wegen der 
gleichformigen Einfachbeit ibres Verfabrens. Die analjtisebe Geo- 
metrie ist dem Stoffe nacb eine Fortsetzung, der Metbode nach ein 
Gegensatz zu den Elementen. In den letzteren tritt die Zabl nur 
auf, soweit die Natur des Problems sie bedingt, das Beweismittel 
ist sonst nur Construction. Die erstere dagegen nimmt die Zablen- 
lebre, die Analysis, iiberall zu Hulfe, indem sie gerade danacb. 
strebt, jede geometrisehe Aufgabe auf eine Rechnung zuruckzufuhren 5 
die Construction wird dabei freilich nicbt ganzlicb ausgescblossen. 

Dass zur Losung der boheren Probleme, soweit es sicb nicM 
geradezu um die Auffindung von Zablenwerthen bandelt, die ana- 
lytische Geometrie nicbt die einzige frucbtbare Metbode ist, ward 
bewiesen dnrch die Weiterentwickelung der reinen Geometrie. Vor- 
bereitet zum Tbeil durcb die reichlicb fliessenden Resultate der 
Recbnung, warden Gesiehtspunkte entdeckt, welcbe moglicbst obne 
Recbnung gestatteten, verwickelte Beziehungen nicbt minder leicht, 
als es auf dem andern Wege gelungen war oder gelingen konnte, 
Zu beberrscben. Diese Schopfung, welcbe ibre Hiilfsmittel unmittel- 
bar aus der Natur des Gegenstandes entnabm, wurde von der ele- 
mentaren p.nd von der analytiscben Geometrie als reine, bohere, 
syntbefecbe, aucb nenere synthetische oder neuere unterschied^n. 

Aucb die nenere Geometrie sttitzt sicb auf die elemenfere. Abe^ 
obwoM man beide dem Verfahren nacb als reipe Geometric be- 
zeiehnmi fcmn, so wird man dennoeh, weim der IJebergang von 
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dea Elementen ermittelt ist, darcli die Verscliiedenheit des Ge- 
prages iiljerraselit In cler elementareii Geoinetrie sind die Begrifte 
mbglichat eiig begrenzt^ in der neueren sind sie weit nnd umfas- 
bend. In jener erfordern die verschiedenen Falle der anf emeu 
Lehrsatz bezuglicheii Figur in der Regel ebensoviele Unterschei- 
(liingen beim BeweiSj m dieser werden alle Falle dureii einen em- 
zigen Beweij^ iimspannt. Die analytisclie Geometrie hat you der 
sjnthetiseheii gelernt. Sie hat die neuen Gesichtspunkte sich zii 
eigen gemacht end yerarbeitet, und bei weiterer Verschmelzung 
wird vielleieht eine hohere Geometrie mit einheitlichem Charakter 
entstehen. Die iiiedere Geometrie dagegen^ wie sie iiberliefert zu 
werden pflegt^ ist Yon der modernen noch wenig beemflusst, Sollte 
es nun m der Sacbe selbst begiimdet sein, dass die elementaren 
Fragen aiif schwerfalligem Wege, die hoheren in durchsichtiger 
und verhaltnissmassig einfacher Weise behandelt werden? Der 
Tersiich hat darilber Aufschlass gegeben nnd zu Gunsten der neue- 
ren Geometrie entschieden. Die erweiterten Begriffe smd auch in 
den Elementen verwendbar, und wenn man sie an der rechten Stelle 
einfiihrt, nainlich ilberall da, wo zuerst ihr Verstandniss mbglich 
ist, claim tritt auch frtlher schon ihr Nutzen 'Zu Tage. 

Die hiermit vorgezeichnete Aufgabe ist nicht neu, aber ihre 
strenge Durchfahrung steht in engstem Zusammenhang mit einer 
andern Aufgabe, welche noch weit weniger neu ist. Nicht Moss 
Schwerfalligkeit wird der elementaren Geometrie zum Yorwurf ge- 
macht, sondern auch die Dnvollkommenheit oder Unklarheit, welche 
den Begriffen und Beweisen m ausgedehntem Maasse noch anhaften 
Die Hebung der erkannten Mangel ist unablassig erstrebt worden, 
auf die mannigfachste Art, und wenn man die Ergebnisse pruft, so 
kann man sich wohl die Meinung bilden, dass das Streben an sich 
ein aussichtsloses sei Thatsachlich triflFt dies nicht zu; rich tig und 
in Yollem TJmfange erfasst, erschemt die Aufgabe nicht unlosbar 
Sie ist allerdmgs durch Umstande, welche spater*) zur Sprache 
kommen sollen, erschwert. Aber gerade in dieser Hinsicht erweist 
der Gedanke einer riickwirkenden Verwerthung der modernen An- 
schauungen seine Tragweite Das ernste Bemiihen, nach scharf aus- 
gepragtem Muster eine Umgestaltung Yorzunehmen und der Ent- 
wickelung einen durchaus reinen Charakter zu geben, macht den 
Blick gegen die storenden Bestandtheile empfindlich und ruft die 
zu ihrer Ausscheidung nothwendige Entschiedenlieit heryor. Als 
ein solches Muster bewahrt sich die moderne Geometrie, Sie ge- 


In § 6 und § 12, 
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leitet uiib bis an die eisten Anfanc^e der (jeompti le ziirlickj sie 
scliarft das GefiiU filr Alies, was die Reiolieit tier Entwicke- 
limg unterbriclitj und lehrt unb jeiie Beimiseiiuii^eii, die Qaellen 
der beklagten Uiiklarbeit, eutfernen. 

Eiiie Darstelluog der Geometrie m diesem Smne darf naturlicli 
kemeiiei Kenntnisse voranssetzen, welche eist in der Geometrie 
erworben za werden pflegen^ sondern nur diejenigeii; welelie Jeder- 
marm zn ihrem Studinm mitbringen muss Es erfordert eiiiige 
Miibe nnd Wacbsamkeit, si eh beharrlich Dmge iiinwegzudeiikeii, 
mit denen man vertraut ist^ iind auf einen Standpunkt zuriickzu- 
gehen^ you dem man sich weit entfernt hat Diese Miiiie ist aber 
bei der Prufung der folgenden Darstellung unerlasslich , wenn der 
Zweck derselben erreicht werden soli. 


Die geornetrischen Begriffe bildeu erne besondere Giuppe inner- 
halb der Begriffe , welehe iiberhaupt zur Beschreibimg der Aiissen- 
welt dienen. Wenn ich die Parbe eines Gegenstandes bezeichne, 
so spreche ich von einer physikalisehen Eigenschaft; wenn ich ihn 
wiirfelformig nenne, so bringe ich einen geometiischen Begriff in 
Anwendung. Man kann die geornetrischen Begriffe iinter Zuziehung 
von Zahlenbegriffen mit einander durch eine Reihe von Beziehun- 
gen verkniipfeu; in welchen keine andern Begriffe vorkommen. Die 
Abgrenzung der geornetrischen Begriffe gegen die librigen soli aber 
bier nicht versucht, vielmehr nur der Standpunkt angegehen wer- 
den, den wir im Folgenden streng festzuhalten beabsichtigen, nnd 
wonach wir in der Geometrie nichts welter erblicken als einen 
Theil der Naturwissenschaft. 

An einem Korper, den man „wurfelf6rmig^^ nennt, lassen sich 
Seitenflachen, Kanten, Ecken u s. w. unterscheiden und in gegen- 
seitige Beziehung setzen. Dagegen bleibt die „Entfernung^^ zweier 
Korper nngenugend hestimmt, so lange man an einem von ihnen 
Theile unterscheiden kann, ohne die Grenzen zu verlassen, welche 
durch die Mittel oder durch die Zweeke der Beobachtung gezogen 
werden. Diese Grenzen andern sich von Fall zu Fall; derselbe 
Korper, der hei der einen Gelegenheit nur als Ganzes aufgefasst 
werden darf, erscheint hei einer andern hierzn ungeeignet; es treten 
dann seine Theile als Glieder ernes Systems auf, welches in geo- 
metrischer Hinsicht untersucht wird Allemal aber werden die- 
jenigen Korper, deren Theilung sich mit den Beobachtungsgrenzen 
nicht vertragt, Punkte genannt; wahrend das Wort „K5rper^‘ m 
der Geometrie zu einem andern Gebrauch vorbehalten bleibt. 
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§ 1 Yon der geraden Lime 


Oder Liegeii die Punkie U nnd I) innerlialb der Strecke ABj 
del Pmikt D ausserlialb der Strecke AC\ so liegt der Punkt D 

mnerhalb der Strecke BC. 

Wenn wir nun den Punkt V innerhalb der Strecke AB und 
cleii Punkt D iiiiieiiialb der Strecke BC annebmen^ so zeigt sicb, 
dass der Punkt C mnerkalb der Strecke AJD liegt. Diese Bemer- 
kuiig diangt sich ebenso unmittelbar auf, wie die Torhergebenden ; 
allein sie Tisst sicb niit limen in emen Zusammenbang bringen, 
dessen Angabe nieht unterbleiben darf. So kommt es, dass die 
neue Beziebung nicbt als Grundsatz^ sondern als Lebrsatz auftritt. 

1. Lebrsatz. — Liegt der Punkt C innerbalb der Strecke AB^ 

. ^ * * der Punkt D innerhalb der Strecke BG^ so 

A C I) B liegt der Punkt G innerhalb der Strecke AB, 

Beweis. — Da der Punkt D innerhalb der Strecke BG ange- 
nommen wird, so liegt C ausserhalb der Strecke BB (III); da C 
innerhalb der Strecke AB, B innerhalb der Strecke BG, so liegt 
B auch innerhalb der Strecke AB (IV); da C und B innerhalb 
der Strecke AS, C ausserhalb der Strecke BB^ so liegt C inner- 
halb der Strecke AB (V) 

Die Strecke CB heisst ein Theil der Strecke AB, wenn 
die letztere alle Punkte der ersteren enthalt^ aber nicht bloss diese 
(Definition 1). 

2. Lebrsatz. — Sind C und B Punkte der Strecke AB und 
mindestens einer von ihnen innerhalb derselben gelegen^ so ist die 
Strecke CB ein Theil der Strecke AB, 

Beweis. — Es liege C innerhalb der Strecke AB, Dann ge- 
hort B zn einer der beiden Strecken AC oder BC (Y), etwa 
jB( 7; folglich liegt G innerhalb der Strecke AB {!), und A ist kein 
Punkt der Strecke CB (III); deren sammtiiche Punkte zur Strecke 
AB gehoren (IV) und mithm aueh zur Strecke AB (IV); d. h. die 
Strecken CB und AB stehen m der durch Def. 1 geforderten Be- 
ziehung. 

Der erste Grundsatz ist schon bei der Formulirung der ubngen 
benutzt worden; denn ohne ihn konnte nicht von ,;der^^ Strecke 
AB, von ^;der^^ Strecke BC u. s. w die Rede sem. Einer so tri- 
vialen Aussage, wie sie z. B. der dritte Grundsatz entbalt, erst eine 
besondexe Passung zu geben, wird leicht fur zwecklos gehalten 
werden Aber sie ist in den vorstehenden Beweisen in Inwendung 
gebracht worden, und wir nehmen uns vor, von alien Beweis- 
grtinden ohne Unterschied Rechenschaft abzulegeu; 
auch von den unscheinbarsten'*'). 


*) Vgl. § 12 ScMuss 
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§ 1. Yon der geraden Lime. 

WeBiL der Punkt £ iiinerlialb der Strecke AC augenommen 
wird, so setzen die Streekea AJB und BC die Strecke AC zusam- 
men, and man kann dann sagen: Die Strecke BC ist eine Ver- 
langerung der Strecke AB iiber B hinaaSj die Strecke AB ist 
liber B hinaus bis C verlangert. Wie aach die Pankte A and B 
angenommen werden fin den am Ende dieses Paragraphen naber 
za erorternden Grenzen), immer kann man die Strecke -4 JB liberal 
Mnaas and liber B hinaas verlangern. Verian^ert man nan die 
Strecke AB erst liber B binaus bis C; dann wieder liber B hm- 
aus bis D, so entsteben die Strecken AC and AB^ von denen die 
eine mit alien ibren Pankten in die andere fallt. Wird die Strecke 
AB erst aber B binaas bis C, dann aber liber A binaas bis E 
verlangert nnd C mit E durcb erne gerade Strecke verbanden, so 
fallt die Strecke AB mit alien ibren Pankten in die Strecke GE, 
Wir erbalten somit drei weitere Grandsatze, die letzten, welcbe in 
diesem Paragraphen nocb za geben sind. 

Yl. Grundsatz — Sind A and B beliebige Pankte, so kann 
man den Punkt (7 so wablen, dass B innerbalb der Strecke AC liegt. 

VII. Grandsatz — Liegt der Punkt B innerbalb der Strecken 

^ • • • AC and AB^ so liegt entweder der Punkt C 

A BOB innerbalb der Strecke AB oder der Punkt D 

innerbalb der Strecke AC, 

Till. Grundsatz. — Liegt der Punkt B innerbalb der Strecke 

^ ^ • • AG und der Punkt A innerbalb der Strecke 

BA B G BBj und sind CD durch eine gerade Strecke 

verbunden, so liegt der Punkt A aucb innerbalb der Strecke CD, 

Ebenso liegt dann aach der Punkt B innerbalb der Strecke 
CD ~ 

Drei Pankte, von denen einer innerbalb der durch die beiden 
andern begrenzten geradej;i Strecke begt, mogen eine gerad-e 
Reibe beissen (Definition 2). 

3. Lehrsatz. — Bilden die Pankte ABC and ABB gerade 
Reiben, so gilt dies aucb von den Pankten AGD and BCD, 

Beweis. — Der Voraassetzung zufolge liegt (Def 2) entweder 
A innerbalb der Strecke BC oder B innerbalb AC oder C iniier- 
halb AB] zugleich liegt (Def. 2) entweder A innerbalb BD oder 
B innerhalb AD oder D innerbalb AB, Liegen C und D inner- 
^ ^ , balb ABj so liegt (V) entweder D inner- 
A OB B balb BO und (1) C innerbalb AD j oder D 
innerbalb AC and (1) C innerbalb BD, Liegt C innerbalb and D 
ausserbalb ABy so konnen wir fur die Pankte A and B die Be- 





% 1 Ton der geraden Lmie 


zeiclinuiig tierart wahlen, dass die Stretke AD durcli B gelit; es 
geM dann (IV) AD auch durcli G iind (1) 
-1 0 B I) CD durch JS. Liegt C ausserlialb AB, so 

be/eicliEeii wir die Punkte A uBd B derart, dass die Strecke AG 

» „ * durch B geht. Entweder liegt jetzt A loner- 

B A B C halb BD, mithin (Till) A und B miierhalb 

* * ^ CD] Oder B iuiierhalb AD^ mithm (VII) 

ABC B entweder G mnerhalb AD und (1) BD^ 

Oder D iuiierhalb AC imd fl) BC] oder D innerlialb AB , mit- 

» * * ^ hm (IV) D innerhalb AC und (1) B inner- 

A B B G halb CD. Demnach bilden AGD xxnd'^BGD 

m alien Fallen gerade Eeihen (Def. 2). 

Bei der tier m Betreff der Punkte ABC gemachten Annatme 
wird der iiber die Punkte A und B futrende gerade Weg, getbrig 
ausgedehnt, den Punkt C ubersctreiten. Man sagt deshalb (Defi- 
nition 3): C liegt in der geraden Linie der Punkte A und 
B^ kurzer: in der geraden Lmie AB oder in der Geraden AB 
(oder BA). Gleichbedeutend ist: Die Gerade AB geht durch (7, 
ist durch C gelegt^ C ist em Punkt der Geraden ABj u. s w. Die 
Aussagen: A liegt in der Geraden BC, B liegt in der Geraden 
AC, C liegt in der Geraden AB, haben einerlei Sinn. Wie auch 
die Punkte C und D angenommen werden, immer existirt eine 
Gerade, welche duich sie hmdurchgeht; denn nimmt man etwa 

• • • 9 (I, II) A innerhalb der Strecke CD und 

G BA ^ {1, II) B mnerhalb der Strecke AC, so sind 
(Def. 2) ABC und (1) ABD gerade Reiheu, d. h. (Def 3) die 
Gerade AB geht durch C und D; ebenso wenn man (VI) A und 

, * — , . B so nimmt, dass C innerhalb der Strecke 

A OB B und D innerhalb der Strecke AJS (IV) 
Daher gilt der 

4* Lehrsatz. ~ Durch zwei beliekge Punkte kann man stets 
eine gerade Lime legen. 

Es sei A' ein Punkt der Geraden AB (also A ein Punkt der 
Geraden A'B). Wenn C ebenfalls einen Punkt der Geraden AB 
bedeutet, so ist C entweder Yon A' verschieden oder nicht. Im 
ersten Falle sind (Def. 3) ABC und ABA' gerade Reihen, folg- 
lich (3) auch BCA', d. h. C in der Geraden A'B (Def. 3). Trifft 
man nun die Bestimmuug, dass auch A und B Punkte der Geraden 
AB genannt werden, also A' ein Punkt der Geraden A'B, so ge- 
hort auch im zweiten Falle C zur Geraden A'B. (Im ersten Falle 
ist dann nachtraglich noch die Mdglichkeit des Zusammenfallens 
Yon C mit A oder B zu berllcksichtigen, welche am Resultat nichts 
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ilndert; A' jedocli setzen wir von A und B Terscliieden vomus.) 
Hiemacii liegen alle Pankie der Geratlen AB m der Geraden *4' 5, 
ebenso alle Puiikte der Geraden A' B in der Geradeii AB^^ die 
Aussage liegt in der Geraden AB^^ ist mit der Aussage „C 

liegt in der Geraden A' B^^ identisch, imd man sagt daber: Die 
Geraden AB mid A' B fallen mit einaiader znsammen. iSlmmt man 
Jetzt zwei Punkte A imd B in der Geraden A B beliebig, so fallen 
die Geraden AB nnd A'B' mit einander zusammen^ mid scMiess- 
licli aneb. die Geraden AB and GB^ wenn beide dnrcb A' und B' 
gelegt sind Dies ist in folgendem Satze ansgesprochen 

o. Lehrsatz. — Jede Gerade ist dnrcb zwei beiiebige von 
ibren Punkten bestimmt, d. b.: Alle Geraden, welche zwei Punkte 
gemem baben, fallen mit einander zusammen. 

Haufig wird zur Bezeicbnung einer Geraden statt der Xeben- 
einanderstellung zweier Punkte em besonderer Buchstabe benutzt. 

Sind A und B Punkte der Geraden 
so bedeutet g die Gerade AB (5); man 
sagt: Die Gerade g verbindet A mit B. 
Alle Punkte der Strecke AB geboren 
zur Geraden g (Def. 3); man nennt diese 
Strecke eine Strecke der Geraden g. In 
den Figuren wird 'die Gerade durcb eine 
ibrer Strecken reprasentirt. 

Wenn zwei Geraden g und h einen Punkt A gemein baben, 
so baben sie ausserdem keinen Punkt gemem (5). Man sagt: Die 
Geraden g und h treffen (schneiden) sicb im Punkte A\ diesen 
nennt man den Durchscbnittspnnkt der beiden Geraden und 
bezeicbnet ibn mit gh. 

Wir ziehen zunacbsi nur eine einzige Gerade in Betracht Sind 
Ay By G Punkte emer Geraden g, also C in der Geraden AB ge- 
legen (5), so bilden (Def. 3) die drei Punkte eine gerade Reibe, 
d. h. (Def. 2) es liegt entweder A innerhalb der Strecke SC^ oder 
B innerhalb der Strecke ACy oder G innerhalb der Strecke AB, 

, 0 , Liegt etwa G innerhalb der Strecke AB^ 

^ A C B so sagt man: Der Punkt G liegt in der 

Geraden g zwiscben A und By A und G auf derselben 
Seite von B, B und G auf derselben Seite von Ay A und B auf 
verscbiedenen Seiten von G. Aber A liegt alsdann nicht 
zwiscben B und Gy ebenso B nicbt zwiscben A und C (II). Da- 
ber der 

6. Lebrsatz. — Liegen drei Punkte in einer geraden Linie^ 
so liegt einer von ibnen zwiscben den beiden andern. — Und: 
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§ 1 Von der geraden Lime. 

I. Lelirsatz — Liegen die Punkte C in einer geraden 

LiniCy C zwisdien ^4 nnd By so liegt weder A zwisehen B nnd 0, 
noeh B zwischen A and C. 

Wenn wir an Stelle der arsprunghch eingefiihrten Begriffe die 
neaen setzen: 1) Punkfc in einer geraden Linie, 2) Punkt zwisehen 
zwei Pankten (in der Geraden so warden alle Satze neu formu- 
lirt. Wir gehen znerst die Grundsatze I. — VL durck nnd bringen 
iliren Iniialt; soweit er nicht schon in die Lehrsatze 4. — 7 ilber- 
gegangen 2 S% dorch folgende vier Satze znm Ausdruck: 

8. Lelirsatz. — Smd in einer Geraden zwei Punkte A und 
B gegeben, so kann man in ihr stets C so wahlen, dass C zwiscben 
A nnd B liegt 

9. Lebrsatz. — Sind in einer Geraden zwei Punkte A und 
B gegeben, so kann man in ikr stets G so wablen, dass A zwiscben 
B nnd C liegt. 

10. Lehrs a tz. — Liegen die Punkte A, S, C, D in einer 
Geraden, C zwischen A und JB, I) zwisehen A und tJ, so liegt D 
auch zwischen A nnd jB. 

II. Lebrsatz. — Liegen die Punkte A^ B, G, J) in emer 

Geraden, G und D zwischen A nnd B, aber I) nieht zwischen A 
nnd (7, so liegt D zwischen B nnd C. 

Die beiden letzten Satze lassen sich dureh einen einzigen er- 
setzen, der durch Benutzung von 6. 10. 11. zu Stande kommt. Es 
seien namhcb JL, B, (7, B Punkte einer Geraden, B zwischen A 
nnd B gelegen; dann liegt (6) entweder C zwischen A und B, so 
dass der 11. Lehrsatz zur Anwendnng kommt, oder A zwischen B 
und G und mithm (10) D zwischen B und C, oder B zwischen A 

und G und mithin (10) D zwischen A und G, d. h.: 

13 . Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, By G, B in einer 

Geraden, D zwischen A und JB, so liegt D entweder zwischen A 
und G oder zwischen B und C. 

Hierin ist in der That der 11. Satz unmittelbar enthalten; der 
10. ergiebt sich aus 7. und 12. folgendermassen. Es seien A, JB, 0, B 
Punkte einer Geraden, welche die im 30. Lehrsatze gemachten Vor- 
aussetzungen erfullen. Da G zwischen A und JB, so ist (12) C 
zwischen A und B oder zwischen B und B\ da B zwischen A und 
Cf so ist (12) B zwischen A und B oder zwischen B und 0. Nun 
ist (7) G nicht zwischen A und D, also G zwischen B und B, mit- 
hin (7) B nieht zwischen B und C, sondern D zwischen A und B. 

Aus 7. 10 . 11, also auch aus 7 , 12 ., kann man, dem 3. Lehr- 
satze entsprechend, den folgenden beweisen: 

13 , Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, JB, (7, B in einer 
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Geraden^ C zwiscliea A iind Bj D zwischen B und C\ so liegt C 
zwisdien A und D 

Dem siebenten Grandsaize entspricht: 

14. Leh rsatz. — Liegen Bj C, JD in gerader LmiOj B 
zwischen A und C, zugleich B zwischen A und D, so liegt A nieht 
zwisclien C und I). 

Diesen kann man aber aus 7. und 12 herleiten, mit Benutzung 
Ton 13- Lage namlicli unter jenen Voraussetzungen A zwischen 
C und D, so lage (13) A zwischen B und D, wahrend doch B 
zwischen A und JD liegen soil (7). 

Nach (6) liegt entweder C zwischen A und JD und mithm (13) 
zwischen B und JD, oder JD zwischen A und G und mithin (13) 
zwischen B und G, jedenfalls (7) i? nicht zwischen C und JD, d. li : 

15. Lehrsatz. — Liegen A, B, G, D in gerader Linie, B 
zwischen A und zugleich B zwischen A und D, so liegt B nicht 
zwischen C und D. 

Man braucht nur B mit JD zu vertauschen, nm hierin eine 
Erganzung des zwblften Lehrsatzes zu erkennen, nach welcher die 
beiden in ihm ausgesprochenen Mogliehkeiten sich gegenseitig aus- 
schliessen. Diese Erganzung hat sich aber als eine Polge der Satze 
6. 7. 12. erwiesen. 

Dem achten Grundsatze endlich entspricht: 

16. Lehrsatz. — Liegen A, B, G, JD in gerader Linie, A 
zwischen B und C, B zwischen A und JD , so liegt A zwischen C 
und JD, 

Diesen kann man ebenfalls aus 6. 7. 12. herleiten. Denn lage 
(6) G zwischen A und JD, so lage (7 und 11) G zwischen B und 
D, folglich B zwischen A und G (13); ware D zwischen A und G, 
so ware auch zwischen JL und G (10). Beides ist unmoglich (7). 

Wahrend zur Bestimmung einer Strecke die beiden Endpunkte 
erforderlich sind, durfen zur Bestimmung der Geraden zwei belie- 
bige von ihren Punkten genommen werden. Dieser Umstand hat 
zur Folge, dass fiir den Grundsatz I. die Lehrsatze 4. 5. 6. eintreten, 
fiir die Grundsatze TV, V. VII. VIII. dagegen nur der eine Lehr- 
satz 12.; die Grundsatze 11. III. VL haben resp. die Lehrsatze 8. 
7 9 geliefert. Aus den Satzen 4. — 9. und 12., oder aus 4. — 11., 
konnen dieselben Folgerungen gezogen werden, welche man an die 
Grundsatze zu kniipfen vermag. Von Interesse sind hier nur die 
beiden folgenden Satze. 

17. Lehrsatz. — Hat man in einer Geraden eine heliebige 
(endliche) Menge von Punkten, so kann man zwei Punkte heraus- 
heben, zwischen denen alle iibrigen liegen. 
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Beweis — HeM man die Punkte B beliebig heraus, so 
werden im Allgemeinen die ilbrigen Pnnkte tbeils zwischen A and 
B liegen, tbeils nicht. Zar letzteren Gattang mag etwa G geboren; 
and zwar mag B zwischen A and G liegen (6) Dann befinden 
sich (10) die zwischen A and B gelegenen Pankte aach zwischen 
A and G, and liberdies der Pankt JB, vielleicht noch andere von den 
gegebenen Pankten. Wenn ein Theil derselben nicht zwischen A 
and C hegt, so wird A oder C durch einen neaen Pankt ersetzt 
U. s. w. 

18. Lehrsatz. — Hat man m einer Geraden eine beliebige 
Menge yon Pankten, so kann man in ibr zwei Pankte so angehen, 
class zwischen ihnen alle gegebenen liegen. 

Beweis — Unter den gegebenen Ponkten kann man (17) zwei 
heraasbeben, zwischen denen alle iibrigen liegen, etwa E and F, 
Man wable jetzt (9) in der gegebenen Geraden den Pankt M so, 
dass E zwischen F nnd M liegt, and dann (9) den Pankt N so, 
dass F zwischen M and N liegt. Nach (10) beJSnden sicb alle 
zwischen F and F gelegenen Punkte aach zwischen M and F^ 
mifehin aach (10) zwischen M and N. Dasselbe gilt von E (10) 
and also von alien gegebenen Pankten. 

Die Lehrsatze 4 5. dracken die Eigenthiimlichkeit der geraden 
Linie aas. Die Satze 6. — 11. dagegen passen aaf jede begrenzte 
(sich selbst nirgends schneidende oder beriihrende) Linie. Wenn 
man innerhalb emer solchen drei Punkte A^ B, G annimmt, so 
liegt einer von ihnen zwischen den beiden andern ; liegt C zwischen 
A and B, so liegt A nicht zwischen B and C, a. s. w. Es werden 
also sammtliche Satze passen, welche aas 6. — 11. allein entspringen. 

Wenn man dagegen drei Pankte Ay B^ C aaf einer geschlos- 
senen (sich selbst nirgends schneidenden oder beriihrenden) Linie 
wahlt, so hat es keinen Sinn za sagen, etwa dass G zwischen A 
and B liege, weil von A nach B aaf jener Linie zwei Wege fxihren, 
von denen einer uber G geht, der andere nicht. Indess lasst sich 
doch ein ahnlicher Begriff erzeugen. Ich nehme in der gegebenen 

Linie einen beliebigen Pankt F and be- 
stimme, dass nur solche Wege zugelassen 
werden, welche den Pankt E ausschliessen. 
Dann giebt es von A nach B nur noch 
einen Weg; fiihrt dieser liber Gy so liegt 
G zwischen A and B unter Beachtang 
der getroffenen Bestimmung, and ich 
sage : bei ausgeschlossenem F 
liegt G zwischen A and B (oder B 
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untl A), Den Punkt U will icli dabei als ^jGrenzpuii be- 

zeicliiien, 

Mit deni nenen Begriffe kann man operiren, wie mit deni auf 
die begrenzte Linie bezfiglichen , uud es gelten wieder die Slitze 
6.— ll.y werni E eingefiilirt imd der Znsatz ^jbei ansgescblossenem 

Oder „fiir deii Grenzpimkt uberall angebracht wird. Der 
neue Begriff beziebt sicb auf vier Pnnkte A. B, C\ E m eiiier ge- 
schlossenen Linie. Er ist anzuwenden, wenn von den Wegen^ welclie 
von A nach B gehen^ der eine iiber C fdhrt nnd nieht zugleich 
liber daim fiilirt aber der andere Weg iiber E und nicbt zugleicli 
fiber C; d. h fur den Grenzpunkt C liegt E zwischen A und B. 
Die Punkte C und E konnen daber ihre Eollen vertauscben, und 
da man von A nacb B nicbt gelangen kann, obne emem von ibneii 
zu begegnen, so sagt man: A und B werden durch C und E 
(oder E und G) getrennt. 

Indem wir jetzt die Satze 6. — IL auf die geseblossene Linie 
iibertragen, entsteben die nachstebend unter b~f aufgefiihrten Satze, 
denen wir einen nur fur die geseblossene Linie giiltigen voraus- 
scbicken, namlicb 

a) Liegt C zwiseben A und B bei ausgescblossenem E, so 
liegt E zwiseben A und B bei ausgescblossenem C, 

Hier^ wie in den folgenden Satzen- ist nur von Punkten emer 
und derselben gescblossenen Lime und von ibrer Lage in dieser 
Linie die Eede. 

b) Bei ausgescblossenem E liegt entweder A zwischen B und 
Cf Oder B zwiseben A und D, oder C zwiseben A und B^ und zwar 
scbliesst jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

c) Liegt fur den Grenzpunkt E der Punkt C zwiseben A und 
Bj der Punkt B zwiseben A und C, so liegt D aucb zwiseben A 
und B fur den Grenzpunkt E. 

d) Liegen fur den Grenzpunkt E die Punkte C und D zwiseben 
A und B, so liegt fiir denselben Grenzpunkt der Punkt D entweder 
zwischen A und 0 oder zwiseben B und C. 

e) Wenn drei Punkte Ay By E gegeben sind, so kann man C 
so wahlen, dass C zwiseben A und B fur den Grenzpunkt E, 

f) Wenn drei Punkte Ay By E gegeben smd, so kann man D 
so wahlen, dass B zwiseben A und D fiir den Grenzpunkt E, 

Jetzt ist aber der letzte Satz von vorbergebenden abbangigj 
er kann aus a, b; e bergeleitet werden. Zuersfc namlicb zieht man 
aus a und b eine Polgerung. 

g) Werden AB durcb CE getrennt, so werden aucb GE durch 
AB getrennt. 
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Beweis. — Der Toratissetzuiig zufolge liegt C zwischen A und 
JB fiir den Grenzpiinkt JE nnd (a) JE zwibclieii A imd JB fur den 
Orenzpunkt C. Naeh (b) werden also J»C dorcb AE nicbt ge- 
treiint, ebensowenig BE durch AC* Folglicb (a) liegt E mcbt 
zwischen JB nnd C\ G nicht zwischen JB nnd E bei ansgeschlosse- 
iiem A, Es bleibt daher (b) nur die Mbgiichkeit hbrig, dass E 
zwischen C und E bei ansgeschlossenem A, d. h dass GE durch 
BA {odet A B) getrennt werden. — Die Beobaehtung lehrt in der 
That, dass dies staltfindet, sobald AB durch CE getrennt sind; 
aber die Benntznng der Satze a und b fuhrt zu demselben Ergebniss 

Wenn nun E^ B^ A gegeben sind, kann ich JD so wahlen (e), 
dass D zwischen B und E bei ansgeschlossenem A, d h, BE durch 
BA getrennt, also BA durch BE (g), d. h. B zwischen A und B 
bei ansgeschlossenem E. 

Aus den Satzen 6. 7. 10. 11. warden 12. — 17. gefolgert. Mit 
den Satzen b, c, d kann man ganz analog verfahren; von den Er- 
gebnissen sollen nur die beiden angefuhrt werden, welche den Num- 
mern 12. und 15 entsprechen. 

h) Liegt B fur den Grenzpunkt E zwischen A und JB, aber 
nicht zwischen B und C, so liegt B fur denselben Grenzpunkt 
zwischen A und C. 

i) Liegt D fiir den Grenzpunkt E zwischen A und Bj zugleich 
zwischen A und G, so liegt B fiir denselben Grenzpunkt nicht zwi- 
schen B und C. 

Unter Beriicksichtigung von (g) schliesst man jetzt: Werden 
BE durch AB getrennt, durch BC aber nicht, so werden BE 
durch AO getrennt; werden BE durch AB und durch AG ge- 
trennt, so werden BE durch BC nicht getrennt; sind BE weder 
durch AC noch durch BC getrennt j so sind sie auch nicht durch 
AB getrennt; d. h * 

k) Smd AB durch ernes der Paare CE und BE getrennt, 
durch das andere aber nicht, so smd AB durch GB getrennt Und: 

l) Sind AB durch die Paare GE und BE getrennt, oder durch 
beide nicht getrennt, so smd AB anch durch CB nicht getrennt. 
Oder: Sind AB durch CB getrennt, so sind AB durch eines der 
Paare CE nnd BE getrennt, durch das andere aber nicht. 

Die Satze a— e konnen wir als Grundsatze bezeiohnen; aus 
ihnen wurden die Satze f—1 hergeleitet Wie 10. und 11. aus 7. 
und 12., so folgen e und d aus b und h, oder auch aus a, b und 
k, da h eine Polge von g pnd k, g eine Folge von a und b ist 
Mit Hiilfe der Satze a, b, e, k und zwar ausschliesslich mit deren 
Hulfe lassen sich demnach alle iibrigen Satze der Gruppe a—l beweisen. 
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Uiiter Annahme ernes festeu Pun fetes JF ist es gelungen^ an cler 
gesclilossenen Lmie die Beobachtiingen , welcte sicli an der be- 
grenzten Lime dargeboten batten^ zu wiederliolen : die geseiilessene 
Linie wurde durch Ansscbluss des Punktes E mit der begreiizten 
in voll stall dige Analogie gebracht. Es lasst sich aber ancli umge- 
kehrt der Begnff getrennter Paare anf die begrenzte Linie Ober- 
tragen*, in welclier Weise dies zu geschelien hat^ lebren die Satze 
k nnd 1. Indem wir ans anf die gerade Lime bescbranken^ geben 
wir jetzt folgende Definition. Liegt in einer geraden Linie you 
den Punkten C, D der eine zwischen A und der andere aber 
nicbt^ so sagen wir (Definition 4): Die Punkte AB werdeii 
dnrcb GB getrennt, oder; bei ansgeschlossenem D (fiir den 
Grenzpnnkt D) liegt C zwischen A nnd B, Die Vertauscbbar- 
keit von A mit By von C mit I) ist m der Definition selbst be- 
grundet Es gilt daber in der geraden Linie der Satz nnd es 
soil gezeigt werdeBj dass aueh die Satze b, k ihre Gultigkeit be- 
balten. Dass die Satze a — 1 sammtlich fortbesteben, bedarf alsdann 
keines Beweises. 

19 . Lebrsatz — Sind Ay B, 0, E Punkte in einer Geraden^ 
so werden entweder BC dnrcb AE getrennt^ oder CA durch BEy 
Oder AB dnrcb CEy und zwar schliesst jede dieser Lagen die bei- 
den andern aus 

Beweis. — Die Punkte A, B, C konnen derart bezeichnet wer- 
den, dass A zwischen B nnd C liegt (6). Nun befindet sicb ent- 
weder B zwischen C und Ey oder C zwischen B und Ey oder E 
zwischen B und C (6). Im ersten Palle liegt B zwischen G nnd 
Ey A zwischen B und C, folglich *A zwischen G und JB (10), B 
zwischen A nnd E (13) ; folglich werden (Satz 7. nnd Def. 4) BC 
durch AE getrennt, aber GA nicht durch BEy A B nicht durch CE, 
Der zweite Pall entsteht durch Vertauschung von B und C und 
fuhrt daher zu demselben Ergebniss. Im dritten Palle liegen A 
und E zwischen B und Cy folglich A entweder zwischen B und E 
Oder zwrisehen G und E (11). Liegt A zwischen B und Ey mithin 
E zwischen A und C (13), so werden (Satz 7. und Def. 4) AC 
durch BE getrennt, aber BC nicht durch AEy AB nicht durch 
CE. Liegt A zwischen C und Ey so werden AB durch CE ge- 
trennt, aber BC nicht durch AEy AC nicht durch BE (Satze 7. 
13. und Def. 4). 

30. Lebrsatz. — Liegen die Punkte A, By E in einer geraden 
Lmie, so kann man in ihr C so wahlen, dass AB durch CE ge^ 
trennt werden. 

Beweis. — Liegt E nicht zwischen A und By so wahle man 
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C zwiiiclifn A mid B (8). Liegt E zwisclieii A mid so wahle 
Bian C sOy dass B zwisclien A mid C oder A zwiselien B mid C 

also C iiiclit zwisclieii -4 und B (7), Beidemal werdeu AB 
cloreli CE getreont (Def. 4j. 

21. Lelirsatz. — Smd in einer Geradeii die Poiikte AB cliireli 
eiiies der Paare CE und BE getreiant, durcli das aiideie aber 
melitj so Sind AB dnrcli CB getrennt 

Beweis ~ Is seien AB etwa durcli CE getrennt, dmcli BE 
niclit getrennt Liegi nmi C zwischen A und B, also (Def. 4) E 
mcht, so ist (Def. 4) auch B niclit zwiscbeu A mid B gelegen. 
Liegt aber C mcht zwiscben A und Bj so befiiidet sich (Def. 4) E 
zwiselien diesen beiden Punkten, mitbin (Def 4) auch B. Beide- 
mal werden AB durch CB getrennt (Def. 4). 

Hiermit ist die Uebertragung der Satze a, b, e, b in solche, 
w^elclie sich auf Punkte in emer geraden Linie beziehen, ausgefubrt. 
An die diei erhaltenen Satze schliessen sick okne Weiteres die 
Folgerungen an, welclie den ubrigen Satzen der vorigen Gruppe 
entsprechen. Die Satze g und 1 gehen in die beiden folgenden iiber 

22. Lelirsatz (Umkehrung des vorigen). — Smd A, By C, 
By E Punkte in emer Geiaden und werden AB durcli CB ge- 
trennt, so werden AB durek eines der Paare CE und BE ge- 
trennt, durcli das andere aber niclit. 

23. Lebrsatz — Werden m emer Geraden die Punkte AB 
durch CE getrennt, so werden auck CE durcli AB getrennt. 

Durch diese Ergebnisse wird es moglick, die gerade Linie ahn- 
lick wie erne geschlossene zu bekandelu. — 

Im Laufe der Entwickelung traten zu den urspriinglick einge- 
fuhrten geometrischen BegrifiFen nene hinzu, welche jedoch auf jene 
zuruckzufuhren sind. Wir wollen dieselben abgeleitete Begriffe 
nennen, die anderen Grundbegriffe. Die abgeleiteten Begriffe 
warden definirt, wobei allemal die vorhergehenden benutzt war- 
den, kerne anderen; und so oft ein abgeleiteter Begnff zur An wen- 
dung kani, wurde unmittelbar oder mittelbar auf seine Definition 
Bezug genommen; okne eme solcke Berufung war die betreffende 
Beweisfilhrimg nicht moglich. Die Grundbegriffe sind nicht 
definirt worden; keine Erklarung ist^im Stande, dasjemge Mittel 
zn ersetzen, weickes allein das Verstandniss jener einfacken, auf 
andere nicht zuriickfukrbaren Begriffe erschliesst, namlich den Hin- 
weis auf geeignete Naturobjecte. Wenn Buklid sagt: „Em Puukt 
ist, was keine Theile bat; eine Lime ist Lange okne Breite; eine 
gerade Linie (Strecke) ist diejenige, welche den auf ibr befindlichen 
Punkten gleichformig liegt^^, so erklart er die angefuhrten Begriffe 
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durcli Eigeiiscliaften , welche sich zu keiner Terwerthiiag eigneBj 
imd weklie aucli von ihui Lei der weiteren Eatmickeliiug mrgeiids 
verwertLet werdeii. In der That stiitzt sich keiiie einzige Stelle 
aef erne jener Aussagen, durch welche der Leser, der aus den 
jyElementen*'^ ohne eine bereits vorher durch wiederliolte BeoLaeh- 
tuBgen ansgehildete Yorstelluiig von den 2:eometriseheii Gruiid- 
begriffen ilberhanpt nichts lernen kann, hbehstens an die betreffende 
Yorstelluiig erinnert und dazu veranlasst wird^ sie den wissenscliaft- 
liclien Anforderungeu gemass einzuschranken oder zu erganzen. 

Die Mathematik stellt Relationen zwisciien den mathematischen 
Begriffen auf, welche den Erfahrungsthatsachen entsprechen solieiij 
aber weitaus in ihrer Mehrzahl der Erfahrnng nicht unmitt elbar 
entlehnty sondem y,bewiesen‘' werden; die (ausser den Definitionen 
der abgeleiteten Begriffe) zur Beweisfiihrung ’nothwendigen Erkennt- 
nisse bilden selbst einen Theil der aufznstellenden Relationen. Isach 
Ausscheidung der auf Beweise gestutzten Satze, der Lehrsatze^ 
bleibt eine Gruppe von Satzen zuriicb, aus denen alle iibiigen sich 
folgern lassen, die Giundsatze; diese sind unmittelbar auf Be- 
obachtungen gegriindet-^), freihch auf Beobachtungen , welche seit 
undenklichen Zeiten sich unaufhorlich wiederholt haben, welche 
klarer erfasst werden, als die irgend einer andern Art, und mit 
denen die Menschen deshalb langst so vertraut geworden sind, dass 
ihr Drsprung in Vergessenheit gerathen und Gegenstand des Streites 
werden konnte. 

Die Grundsatze sollen das von der Mathematik zu verarbex- 
tende empirische Material vollstandig umfassen, so dass man nach 
ihrer Anfstellung auf die Sinneswahrnehmungen nicht mehr zuruck- 
zugehen braucht. Um so vorsichtiger miissen von vornherein etwaige 
E^schrankungen festgestellt werden, denen die Anwendung einzel- 
ner Grundsatze unterliegt. Bei emem Theile der oben aufgestellten 
geometrischen Grundsatze, namlich bei I. und VI , sind nun solche 
Einschrankungen geltend zu machen. Im ersten Grundsatze diirfen 
^ die durch eine gerade Strecke zu verbindenden Punkte nicht zu 
nalie bei eiuander angenommen werden. So lange alle in Betracht 
gezogenen Punkte durch Zwischenramne getrennt sind, erscheint 
der Vorbehalt uberfliissig. Das ist in der That bei den Piguren 
der Pall, aus deren Anschauung man die Grundsatze schopft; fiir 
solche Piguren wird daher der achte Lehrsatz — der einzige, der 

*) Den empirisclien. Ursprung der geometrisclieii Axiome bat Helmholtz 
einer emgehenden JBrorterung unterworfen in seinem Yortrage „Ueber den 
Ur^rung und die Bedeutung der geometrischen Axiome‘‘ (Popular e wissen- 
schafthche Yortrage von H Helmholtz, drittes Heft, Braunschweig 1876) 
Pasch, Vorlesuugen 2 
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von dem Yorliehalt beruhrt wirJ — immer zutreffen. Aber bei 
■wiederbolter Anwendung dieses Satzes verliert die Figur ihre ur- 
sprungliehe Be-chaffenlieit. Sind A und B Punkie der urspning- 
lichen Figur und wird in der Geraden AB ein Punkt 0 zwischen 

^ ^ ^ ^ A und B eingeschaltet, bierauf Cj zwiseben 

A C.J C^ C B A und C,,Co zwiseben A und Gj u. s. w., 

so kann man immer mebr in die Kabe des Punktes A geratben 
und muss dann sehliesslicb auf weitere Einschaltungen verzichten*). 
Der achte Lehrsatz kann also uicht beliebig oft auf eine Gerade 
angeweudet werden. Eine vollkommen sebarfe Grenze lasst sich 
freibcb nicbt angeben; man muss sieh aber buten, aus dem Mangel 
einer sebarf angebbaren Grenze das Nicbtvorbandensein jeder Greuze 
zu schliessen. 

Die geometrischen Grundbegriffe und Grundsatze erlernt man 
an Objeeten, von denen man verhaltnissmassig nur wenig entfernt 
i&t; liber ein solches Gebiet binaus ist also ibre Anwendung nicbt 
ohne Weiteres berecbtigt. Gebt man z. B. von einer geraden 

^ . Strecke AB aus und (VI) verlangert sxe 

A B Bs liber B bis dann BS^^ iiber B^ bis 

B^By liber B., bis B^ u, s f., so kann man wobl eine Zeit 
lang nocb gerade ' Strecken AB^, AB^ u. s. w, einfuhren^ aber 
fruber oder spater kommt ein Punkt Bn, von dessen Verbindung 
init dem Punkte A durcb eine gerade Strecke nicbt die Eede sem 
kann, obne dass dieser Begriff seineii Obarakter als Grundbegriff 
verlieit. Man sagt zwar aucb (iiidem man jede Aufeinanderfolge 
von geraden Strecken, bei der je zwei benachbarte sich zu einer 
geraden Strecke vereimgen, wieder eine gerade Strecke nennt), es 
sei die Strecke AB bis B^ verlangert, die Strecke AB^ bis B2y 
die Strecke ABy bis B^ u. s. £ Das andert jedocb mebts an der 
Art, wie die Punkte * wirklich erlangt werden; denn wenn 

Bn sicb von A zu weit entfernt bat, so kann man bei der Her- 
stellung von Bn + 1 nicbt mebr A benntzen; wobl aber Bn~i- Man 
wird also aucb vom sechsten Grundsatz (oder vom neunten Lebr- 
satz) nicbt beliebig oft m einer und derselben Figur Gebrauch 
maclien, wobei wieder erne sebarfe Grenze nicbt existirl 

Die folgenden Entwickelungen setzen, wie die bisberigen, 
ailemal Figuren voraus^*^), deren Theile nahe genug bei einander 


*) Tergl. die nabere Ausfubruag in § 23 

Auf den aebten und neunten stutzt sicb der zwanzigate 
Tergl. Riemann, Gesammelte Werte S 266, F Klein, Mathem 
Ann Bd 4 S. 576 und 624, Bd. 6 S. 134, 
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smdj nm eme directe Beurtheiluii^ ihrer geometri^elien Beziehim- 
gen zu ermogliclieii. Auf die Verknupftiiig &oIelier Figiireii 
lassen sicli alle Anwendnngen der Geometrie zuriick- 
flihren; eiii Gegenstand, dei hier nicht nklier erortert werden 
soil. Wie aber geometiisehe Begrifie oud Gesetze, weldie sicli 
innerlialb eines besebrankten Gebieies bewabren^ bei fortgesetzter 
Erweiteriing des Gebietes ihre Gultigkeit verlieren khmieiiy uird 
durcb eine ganz einfacbe BetraclitnMg Teranscbauliclit. l^ebmeii 
■wir an, in einer gescblossenen (emfaebenj Lime bewege sich ein 
Beobacbter^ der immer nnr einen kleinen Theil der Lime ilberseben 
nnd liberhaupt nur einen Tbeil derselben diircblanfen kann^ nrid 
der in Folge dessen die Linie noch nicht als eine gescMossene er- 
kannt hat. Dieser Beobaebter wird innerbalb des jedesmal Ton 
ibm liberblickten Weges zu Erkenntnissen gelangen^ wie sie fur 
die gerade Lmie in den Satzen 6. — 11. ansgesprochen sind, nncl 
dieselben alsdann auf das ibm zuganglicbe Gebiet ausdehnen; er 
wird schliessiicb geneigt sein^ sie auf die Lime in ibrer ganzen 
Erstreekung zu iibertragen, wenn er dies aber tbut, natiirlich zu 
unrichtigen Scbliissen gelangen. Es seien z. B. .4, j5 Punkte Ton 
geringem gegenseitigen Abstande^ and der Punkt 
M M werde durcb Portsetzung des Weges AJB 

liber B binaus erreicbbar vorausgesetzt; sagt 
/ ^ man alsdann , es sei B zwiscben A und 31 

( J gelegen^ und scbliesst weiter, es sei A nicbt 

\ zwiscben B und Jf gelegen, so leugnet man 

damit die thatsacblicb vorhandene Moglicbkeit, 
8' den Punkt M durcb Portsetzung des Weges 

BA uber A binaus zu erreicben. 

Diese Bemerkung ist u A. zu be- 
/ rucksichtigen bei der Prage, ob die Ge- 

/ / raden AB und CD einen Punkt gemeiu 

— baben konnen, wenn die Figuren ABC 

B QDA (nicht ADO) congruent sind 

^ (§13) <Jie Punkte B, D auf verschie- 

denen Seiten der Geraden AC liegen. Die Figuren ABCD und 
CDAB sind congruent, und die geraden Strecken AB^ CD baben 
keinen Punkt gemein. Man pflegt nun zu sebliessen: Hatten die 
Geraden AB und CD den Punkt M gemein^ so waren die Figuren 
ABCDM und CD ABM congruent, und M lage ausserbalb der 
Strecke AB\ lage etwa B zwiscben A und M, so lage auch D 
zwiscben C und Jf, D und M auf derselben Seite der Geraden 
BGy ebenso A und Jf, d. h. A zwiscben 5 uud JIf, was nicbt 
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iiiriglicli i&t, Hieriluieh ^ird jedocli die Frage nicht entschiedeii, 
ila aiif die Figiir A BCD 31 niauche geometrisclie Begriffe mid 
Siitze 111 cler Art; wie es YOi'hia geselielieB; indgliclierweise iiiciit 
aiigeweiidet wenlen durfeii. 


§ 2. Toil den Ebene% 

Wir zielien jetzt einen weiteren geometnsclien Begriff in die 
BetracMung; die Ebene. Aehiilich v^ie bei der geiaden Lime aus- 
einaiidergesetzt wurde; wird von der Ebene gesagt; dass sie nube- 
grenzt sei^ wenn wir nns aber an die unmittelbare Wabrnehmung 
iialten, so lernen wir nur die woblbegrenzte ebene Flacbe kennen. 
Demccemass wird zunachst nnr von der ebenen Placbe und von 
Pimkten einer ebenen Flacbe die Rede seiu; der Begriff 
,,Ebene“ aber erst naehber emgefubrt werden. 

Die folgenden Satze sind wieder zum Theil Grundsatze, zum 
Tbeil Lebrsatze, Beim Beweise der letzteren diirfen wir von den 
in § 1 gegebenen Satzen Gebraucb macben. Die ersteren sind der 
Ausdrnck gewisser Beobacbtungen; welche an ebenen Fignren leicbt 
gemaeht werden kbnnen. 

Durcb drei beliebige Punkte B , C kann man eine ebene 
Flacbe legen, wenn auch nicbt gerade eine einzige. Zieht man nun 
eine gerade Strecke durcb A und so braucben nicbt alle Punkte 
der Strecke in jener Flacbe zn liegeU; aber man kann notbigen- 
falls die letztere zu einer ebenen Flacbe erweitern^ welcbe die 
Strecke, d. h. alle ibre Punkte, entbalt, 

l. Grundsatz. — Durcb drei beliebige Punkte kann man eine 
ebene Flacbe legen 

II, Grundsatz. — Wird durcb zwei Punkte einer ebenen 
Flacbe eine gerade Strecke gazogen, so existirt eine ebene Flacbe, 
welche alle Punkte der vorigen und aucb die Strecke entbalt. 

Wenn met ebene Flachen gegeben sind, so kann ein Punkt A 
in beiden zugleicb enthalten sein. Wir nehmen daiin allemal wabr, 
dass der Punkt A nicbt der einzige gemeinscbaftlicbe Punkt ist, 
wenn wir nbthigenfalls die beiden Placben oder eine von ibnen 
gehbrig erweitert haben 

m. Grand satz. — Wenn zwei ebene Flacben P, B' einen 
Punkt gemein baben, so kann man einen andern Punkt angeben, 
der sowobl mit alien Punkten von als aucb mit alien Punkten 
von E' je in einer ebenen Flacbe entbalten ist. 

Es kbnnen zwei ebene Flacben aucb dre% Punkte zugleicb ent- 
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halten. Bei der Untersncliimg dieses Falies kann man eine Be- 
obachtiing benutzeii, welche aucli zur Beantwortuiig anderer, auf 

die BegegniiDg Ton Linien beziig- 
licher Fragen erforderlich ist. In 
emer ebenen Flache seien drei 
Punkte Aj B, C zu einem Dreieck 
zusammengefiigt, d. h durcli die 
geraden Strecken AB, AG^ BC 
paarweise Yerbunden. In dersel- 
ben Flache &ei die gerade Strecke 
JDE gelegen und zwar so, dass 
sie einen mnerhalb der Strecke 
AB gelegenen Punkt F enthalt 
Die Strecke BE hat dann allemal 
entweder mit der Strecke AC oder 
mit der Strecke BG einen Punkt gemein, oder sie kann bis zu 
einem solchen Punkte verlangert werdeo. 

IT. Grrundsatz. — Sind in einer ebenen Flache drei Punkte 
A^ Bj C dureh die geraden Strecken AB, AC^ BG paarweise Ter- 
bunden, und ist in derselben ebenen Flache die gerade Strecke BE 
durch einen innerhalb der Strecke AB gelegenen Punkt gezogen^ 
so geht die Strecke BE oder eine Verlangerung derselben entweder 
durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt der 
Strecke BC, 

Oder: Liegen die Punkte A, B, C, B in einer ebenen Flache, 
F in der Geraden AB zwischen A und B, so geht die Gerade BF 
entweder durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen 
Punkt der Strecke BC, 

1. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, B in einer ebenen 
Flache P, zugleich die Punkte A, B, C in emer ebenen Flache P\ 
aber nicht in einer geraden Linie, so existirt eine ebene Flache^ 
welche alle Punkte von P enthalt und auch den Punkt B, 

Beweis. — Liegt B in einer der Geraden AB, AC, BO, so 
existirt eine solche Flache nach dem zweiten Grundsatz. Liegt B 
in keiner der Geraden AB, AG, BC, so werde in der Geraden AB 
zwischen A und B ein Punkt F angenommen; es mag dann (IV) 
die Gerade BF etwa durch einen Punkt G der Strecke AC gehen; 
F und G sind von einander verschieden, B in der Geraden FG, 
Es existirt jetzt eine ebene Flache Q, welche alle Punkte von P' 
enthalt und auch JP; weiter eine ebene Flache Q', welche alle 
Punkte von Q enthalt und auch G; schliesslich eine ebene Flache 
welch^ alle Punkte von Q' enthalt und auch B. 


B 

F 


B 


B 


Fig 5 
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Gehen wir nun ¥ 02 i drei beliebigen, nicbt in erne Gerade 
gelifirigen Pimkten C aus und legen durch sie erne ebene 

Fliclie Wenn durcb die Punkte B, C nnd einen weitereii Pnnkt 
B Mcb ebenfalls eine ebene Flacbe legen lasst, so brancht D zwar 
cler vorigen nicbt anzogeboren, diese lasst sicb aber nothigenfalls 
erweiterin bis sie aucb den Punkt B enthalt (1). In Folge dessen 
sagt man: der Punkt D liegt m der Ebene der Punkte A, B, C, 
Oder einfach: m der Ebene ABC^ oder: die Ebene ABC gebt 
iliireh D, D ist ein Punkt der Ebene ABC u. s. w. 

Es seien X drei beliebige Punkte. Wenn sie nicbt in 

gerader Linie liegen, so sei A em Punkt der Geraden LMy B ein 
Punkt der Geraden LN, C ein Punkt der Geraden ilFW; icb kann 
dann durcb M, N eine ebene Flacbe legen, folglicb aucb durch 
2Iy X, -d, B, C Wenn L, Jf, X in einer Geraden liegen, so 
sei A ein Punkt ausserbalb der Geraden, B em Punkt der Geraden 
AL. C em Punkt der Geraden AM-^ durch A^ Lj Jlf kann TOan 
erne ebene Flacbe legen, folglicb aucb durch Aj By C, Jf, JT. 
Beidemal liegen A, By C nicbt m gerader Lime und i, Mj N in 
der Ebene ABC 

2. Lebrsatz. — Durcb drei Punkte kann man immer eine 
Ebene legen 

Es sei A' em Punkt der Ebene ABC und A% By C nicbt in 
gerader Lmie (also A em Punkt der Ebene A'BC). Wird nun D 
Yon A veiscbieden m der Ebene A'BC angenommen, so liegen die 
Punkte Aj B^ Cy By A' m emer ebenen Flacbe, d. b, B zugleicb 
in der Ebene ABC\ und wenn wir aucb die Punkte Ay By C 
„Puukte der Ebene ABC^‘ nennen, so konnen wir sagen, dass jeder 
Punkt der Ebene ABC zugleicb der Ebene ABC angebort. Aber 
aucb umgekebrt smd alle Punkte der Ebene ABC Punkte der 
Ebene ABC. Man sagt daber: Die Ebenen ABC und ABC 
fallen mit einander zusammen. 

Jetzt seien A, By G beliebige Punkte der Ebene ABC, aber 
nicbt in emer Geraden Der Punkt A kann in emer der Geraden 
ABy ACy BC liegen, doch bochstens in zweien; er liege ausser- 
balb der Geraden BC] dann fallen die Ebenen ABC und ABC 
zusammen. Der Punkt B' liegt in der Ebene ABC, doch nicbt 
in den Geraden ABy AC zugleicb; er liege ausserbalb der Geraden 
AG] dann fallen die Ebenen ABC und A B'C zusammen. Der 
Punkt liegt in der Ebene AB'Oy aber nicbt in der Geraden 
AB'] folglicb sind die Ebenen A B'C und AJBG identiscb. 

3. Lebrsatz. — Jede Ebene ist durch drei beliebige von 
ihren Punkten, welcbe nicbt in gerader Lime liegen, bestimmt. 
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Oder: Drei Pimkte. welclie zngleich Terscinedenen Ebenen ange- 
boren^ liegen in einer Geraden. 

Hanfig wild znr Bezeicbnnng einer Ebene ein besonderer Buch- 
stabe benutzt. Sind JB, C Punkte der Ebene P, welcbe nicht 
111 gerader Linie liegen, &o bedeutet P die Ebene ABC- — 

Nebmen wir jetzt in emer Geraden g die Punkte B beliebig 
ebenso in emer durcb A imd B gehenden Ebene P den Punkt G 
ausserbalb der Geraden g. 1st B irgend ein dritter Punkt der 
Geraden so kann man durcb die Punkte A^ B, C erne ebene 
Flacbe legen, weiter aucli durcb die Punkte A^ Bj C\ B ; der Punkt 
B liegt also in der Ebene ABG^ d. i in der Ebene P Da dies 
von alien Punkten der Geraden g gilt, so sagt man: g liegt in der 
Ebene P, g ist eine Gerade der Ebene P, u, s. w. 

4. Lehrsatz. — Eine Gerade, welcbe mit emer Ebene zwei 
Punkte gemein bat, liegt ganz in ibr. Oder: Alle Ebenen, welcbe 
zwei Punkte gemein baben, entbalten die Gerade der beiden Punkte. 

Wenn die Gerade g in einer Ebene P nicht ganz entbalten 
ist, so kann sie mit ibr niebt mehr als einen Punkt gemein baben. 
Besitzen g nnd P einen gemeinsebaftlichen Punkt Ay aber nur 
einen, so sagt man, sie scbneiden sicb in J.; A wird der Durch- 
scbnittspunkt von g und P genannt und mit gB oder Fg be- 
zeichnet. 

Bei der Bestimmimg emer Ebene kann eine Gerade benutzt 
werden. Ist eine Gerade g und ein Punkt G gegeben, so nebme 
man die Punkte A und B in der Geraden g beliebig (von C ver- 
scbieden); durcb Ay By C kann ich eine Ebene legen, und diese 
enthalt g. 

5. Lebrsatz. — Durcb eine Gerade und einen Punkt kann 
man immer erne Ebene legen 

Ist nun P eine Ebene, welcbe die Gerade g und den Punkt C, 
folglicb Ay By G entbalt, so gebt beme andere Ebene durcb g und 
Gy wenn C ausserbalb der Geraden J.P liegt; die Ebene P ist alsdann 
durcb ^ und C bestimmt und kann mit oder Cg bezeicbnet werden. 

6* Lebrsatz. — Jede Ebene ist durcb eine beliebige ibr an- 
gebbrige Gerade im Verein mit einem beliebigen ibr angeborigen 
Punkte, welcber niebt in der Geraden liegt, bestimmt. Oder: Zwei 
Ebenen, welcbe erne Gerade gemein baben, baben ausserdem keinen 
Punkt gemein. Oder: Wenn ein Punkt und eine Gerade sicb in 
zwei Ebenen vorfinden, so gebt die Gerade durcb den Punkt, 

Zwei Geraden % sind stets in einer Ebene entbalten, wenn 
sie sicb scbneiden. Ist m der That ein Sebnittpunkt gh vorban- 
den, so nebme icb in der Geraden h den Punkt C beliebig (von 
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gJi Tersellieden j j die Ebene gC geht alsdann durch die Punkte C 
nnd gh, mitliin durch die Gerade li. 

7. Lehisatz. — Durch zwei Geraden, welche einen Punkt 
gemein haben^ kami man immer erne Ebene legen Oder: Zwei 
GeradeH; welche nichi m emer Ebene liegen^ haben keinen Punkt 
gemein 

Ueberhaapt seien g und h Geraden einer Ebene P. Nimmt 
man den Punkt G in h behebig (ausserhalb g)^ so ist P die Ebene 
gC^ und es kann eine andere Ebene durch g und h zugleich mcht 
gehen. Die Ebene der Geraden g und h kann mit gh bezeichnet 
werden; man darf jedoch mcht vergessen, dass im Palle einer Be- 
gegnung der Geraden g und h fur den Durchschnittspunkt dieselbe 
Bezeichnung gilt. 

8. Lehrsatz — Jede Ebene ist durch zwei beliebige von 
ikren Geraden bestimmt. 

Betrachten wir jetzt zwei Ebenen P und welche einen ge- 
memschaftlichen Punkt A besitzen. Man nehme in der Ebene P 
die Punkte B und in der Ebene Q die Punkte JD und E belie- 
big, aber weder P, G noch A, P, E in einer Geraden. Nach 
dem dritten Grundsatze existirt em Punkt F derart, dass sowohl 
die Punkte A, P, (7, F als auch die Punkte A, P, E, F ebene 
Piguren bilden. Es liegt also der Punkt F sowohl in der Ebene 
ABC als auch in der Ebene ADE, d. h. in den Ebenen P und 
Q, Diese Ebenen haben somit die Gerade AF gemein. 

9* Lehrsatz. — Wenn zwei Ebenen emen Punkt gemein 
habeii; so haben sie eine Gerade gemein. 

Die Gerade enthalt alle gemeinschaftlichen Punkte der beiden 
Ebenen; sie wird die Durchschnittslinie, ihre Punkte werden 
Durchschnittspunkte der Ebenen genannt Die Durchsehnitts- 
hnie der Ebenen P und Q wird mit FQ bezeichnet. 

Drei Ebenen P, It konneh einen Punkt A gemein haben. 
Wenn A nicht der eiuzige gemeinschaftliche Punkt ist^ so haben 
die drei Ebenen eine Gerade gemein. Wenn die Ebenen P, It 
sich nur im Punkte A begegnen^ so wird A ihr Durchschnittspunkt 
genannt und mit PQR bezeichnet; sie haben dann zu je zweien 
eine Gerade gemein; die Durchschnittslinien sind von einander ver- 
schieden, treffen sich jedoch im Punkte A. 

Es seien uberhaupt P, R drei Ebenen, welche sich paar- 
weise durchschneiden. Haben von den Durchschnittslinien irgend 
zwei, etwa PQ und PP, einen Punkt A gemein, so schneiden die 
drei Ebenen sich in A. Wenn die Durchschnittslinie zweier Ebe- 
nen die dritte Ebene schneidet, so ist der Durchschnittspunkt eben- 



3 2 Von den Ebenen. 


25 


fails den drei Ebenen gemein. Wenn zwei Dorciischnittslinieii 
zusammenfallenj so sind sie you der dntten niclit Yersciiieden. 

Eine beliebige Groppe von Punkten oder toe Geradeu oder 
YOU PuDkteii and Geradeu m einer Ebene lieisst eine ebene 
Figar. Man kann eine ebene Figar erweitern theils durcb Hinzn- 
nebmeii beliebiger anderer Punkte and Geradeu derseiben Ebene, 
theils durcb Construct ion, d. h, hier: dareh Verbinden von 
Pankien der Figar and durch Aufsuchen der Darchschnittspankte 
in ihren Geraden Solche Constructionen fuliren aus der Ebene 
nicht heraas. 


Um m zwei Geraden einen Schnittpankt nachzuweisen, wird 
oft der folgende Lehrsatz angewendet werden, der sich aos dem 
vierten Grundsatze sofort ergiebt. 

10. Lehrsatz — Sind A, C drei nicht in gerader Linie 
gelegeiie Punkte, D ein Pankt der Geraden AB zwischen A and 
Bj g eine Gerade in der Ebene ABC^ welche 
I ^ durch JD. aber durch keinen der Punkte A, B, C 


hindurchgeht, so begegnet g entweder der Ge- 



raden AC zwischen A and C oder der Geraden 
BC zwischen B and C. 


Wir werden ans kunftig weder auf die 
' Grundsatze noch aaf den ersten Lehrsatz dieses 

Paragraphen berufen. Von den neun ubrigen 
Lehrsatzen sind 5.-8. Polgerungen aus 2. — 4. Bezuglich des 
zehnten ist derselbe Vorbehalt zu machen, wie bezag- 
lich des achten Lehrsatzes in § 1 

Noch mogen hier einige Folgerungen Platz finden, die sich an 
den 10. Lehrsatz anschliessen. 

11 . Lehrsatz. — Sind A, B^ C drei nicht in gerader Lime 
gelegene Punkte, a ein Punkt der Geraden BG zwischen B and 
C, h ein Punkt der Geraden AC zwischen A 
and Cj c ein Punkt der Geraden AB zwischen 
A und B, so liegen die Punkte a, c nicht 
in gerader Linie. 

Beweis. — Der Punkt a liegt nicht inner- 
halb der Strecke 6c, da sonst (10) die Gerade 
BG entweder der Geraden A 6 zwischen A und 
b oder der Geraden Ac zwischen A und c be- 
gegnen miisste. Ebensowenig liegt b innerhalb der Strecke ac 
oder c innerhalb der Strecke ab. 

13. Lehrsatz. — Liegen vier Punkte B^ G, JD in einer 
Ebene, so haben entweder die Geraden AI) und BC, oder 
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BD luid AC, Oder CD ond AB (mindestens) emeu Punkt 
gemem. 

Beweis. — Befindeu sieh unter den gegebenen Punkten drei 
iH gerader Lmie^ so treten mindesteas drei solehe Durchschnitts- 

punkte gleichzeitig auf. Liegen keine drei 
ia gerader L/inie^ verlaufen also die Greraden 
AD, BD, CD m ihrer Ebene getrennt, 
so braucht nur gezeigt zu werden, dass die 
Geraden CD und AB sich schneiden, wenn 
weder die Gerade AD mit der Strecke BC, 
^ iiocli die Gerade BD mit der Strecke AC 

^ emen Puukt gemein hat. Yerlangert man 

nun unter dieser Voraiissetzung die Strecke AD uber D binaus 
bis A\ so wird (10) die Gerade AC von BD zwischen J.' und C 
in einem Punkte Jfcf getroffen; und zwar liegt D nicht zwischen B 
und M, da sonst (10) die Gerade AD entweder der Geraden CM 
zwischen C und M oder der Geraden BC zwischen B und C be- 
gegnen mtisste. Da also die Gerade CD weder mit der Strecke 
A"M nock mit der Strecke BM einen Punkt gemein bat^ so hat 
sie auch mit der Strecke A' M keinen Punkt gemein (10); mithm 
begegnet sie (10) der Geraden AB zwischen A und B. 


§ 3. Vom StrahlenMscheL 

Wenn in einer Geraden m drei Punkte A, B, C angenommen 
werden; so muss einer zwischen den beiclen andern liegen. Wie 
sehon in § 1 erwahnt worden ist, sagt man: die Punkte und B 
liegen auf derselben Seite von C, wenn 0 nicht zwischen ihnen 
liegt; dagegen sagt man: die Punkte A und B liegen auf ver- 
sehiedenen Seiten von C, wenn C sich zwischen A und B befindet. 

In der Geraden m fixire ich einen Punkt S* Wenn A, B, C 
drei (von S verschiedene) Punkte der Geraden m smd; so kann ich 
aus dem Verhalten zweier Paare in folgender Weise auf das des 
dritten Paares schliessen. L%egm A und B auf derselben, A und 
G auf v&rscli%edeneu Seiten von S , so liegen B und G auf verscTvie- 
denen Seiten, Entweder liegt namlich A zwischen B und S, S 
zwischen A und C, folglich S zwischen B und C nach § 1; 16; 
oder S liegt zwischen A und G, B zwischen A und 8, folglich 8 
zwischen B und G nach § 1, 13. Ltegen A und B, ebenso A und 
0 auf derselben Seite von 8, so hegen auch S und C auf derselben 
Seite, Deon sonst iSgen A und B auf derselben Seite; B und C 
auf verschiedenen^ folglich auch A und G auf verschiedenen. Lie- 
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gen A und ehenso A und C aiif lersclaecknen Seifen pon so 
Iiegen B imd C auf derselhen Seife. Denn dann werden AS dorch 
BG mclit getreniit^ folglich eiitTCder durcli CS oder ^*1 6^ durch 
BS\ liegt also entweder B zwischen C und S oder G zwischen 
B und 5. 

Wenn A und B in der Geraden m auf derselben Seite von S 
Iiegen, so kann man sagen: B liegt im Schenkei SA (nicht J.S). 
1st A ein beliebiger Punkt des Schenkels SA, und nennen wir 
aucb A einen ,, Punkt des Schenkels SA^^^ so ist jeder Punkt des 
Schenkels SA ein Punkt des Schenkels SA\ und umgekehrt; bei 
der Bezeichnung des Schenkels SA kann man A durch jeden Punkt 
des Schenkels ersetzen. Liegen A und C in der Geraden m auf 
verschiedenen Seiten von 8, so gehort jeder (von S verschiedene) 
Punkt der Geraden zum Schenkei SA, wenn er^ nicht zum ent- 
gegengesetzten Schenkei SC gehort. 

Durch die Gerade m lege ich jetzt eine Ebene P und nehme 
in ihr zwei Punkte A, B ausserhalb der Geraden m. W enn m die 
Gerade AB zwischen A und B nicht trifft, so sagt man: die Punkte 
A und B liegen auf derselben Seite von m; wenn m die Ge- 
rade AB zwischen A und B trifft, so sagt man: die Punkte A und 
B liegen auf verschiedenen Seiten von m, oder: m geht 
zwischen A und B hindurch. Wenn A, Bj G Punkte der Ebene 
P (ausserhalb m) sind, so gelten die Satze: Liegen A und B auf 
derselhmy A und C auf verschiedenen Seiten von m, so liegen B und 
C auf verschiedenen Seiten (§ 2, 10). Liegen A und B, ehenso A 
und C auf derselben Seite von so liegen auch B und G auf der-- 
selben Seite. Liegm A und By ebenso A und C auf verschiedenen 
Seiten von niy so liegen B und G auf derselben Seite (§ 2, 11). 
Nimmt man in m wieder einen Punkt /S', so liegen alle Punkte des 
Schenkels SA auf derselben Seite von m, und man kann daher die 
vorstehend angegebenen Ausdrucksweisen und Satze auf solche 
Schenkei libertragen. — 

Gerade Linien, welche durch einen Punkt laufen, werden mit 
den Lichtstrahlen , welche ein leuchtender Punkt aussendet, ver- 
ghchen und m Folge dessen em Strahlenbiindel genannt. Gehen 
also die Geraden e, f, g durch einen Punkt Sy so nennt man sie 
Strahlen eines Bundels, oder man sagt: der Strahl g liegt im 
Bund el der beiden Strahlen e und fy g liegt im Bundel ef g ist 
ein Strahl des Bundels ef\ auch e und f selbst werden ^Strahlen 
des Bundels ep^ genannt Zur Bezeichnung des Bundels (im letz- 
teren Smne) dienen zwei behebige von seinen Strahlen^ man kann 
aber auch einen besonderen Buchstaben zur Bezeichnung des Biin- 
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dels anwenden, mid zwar wird alsdann der fiir den Punkt ef em- 
geflihrte iliier S) beniitzt Dieser Punkt heisst der Scheitel oder 
Mittelpunkt des Biindels. 

Aucli oliiie Beziehnug auf ein Biindel wird hanfig das Wort 
j,,Strahk^ far ^^Gerade^^ gebraucht 

Gerade Linien, welche in emer Ebene enthalten sind and durck 
emeu Ponkt Mndurcligelien^, werden ein (ebenes) Stralilenbtiscliel 
genamitj der gemeinschaftliche Punkt heisst der Scheitel oder Mittel- 
punkt des Busehels. Gehen in emer Ebene die Strahlen f] g 
dureh emen Punkt S, so sagt man: der Strahl g liegt im Biischel 
ef u. s. w. Man darf zur Bezeichnung des Biischels im letzteren 
Sinne zwei beliebige in ihm gelegene Strahlen benutzen, den einen 
Buchstaben S aber nur dann, wenn die Ebene des Biichels ander- 
weitig gegeben ist. 

Es seien nun e, f, g Strahlen eines Busehels S in der Ebene 
P, ferner SA lind SB Schenkel resp. von e und f nnd zwar auf 
versehiedenen Seiten der Geiaden Ist der Durchschnittspunkt 
If der Strecke AB mit dem Strahl g im 
Schenkel SO des letzteren enthalten (also 
BOM auf derselben Seite von e), so behalt 
der Schenkel SC diese Eigenschaft, wenn 
man A im Schenkel SA^ P im Schenkel SB 
beliebig verlegl:, und man sagt: der Schenkel 
SC hegt zwischen den Schenkeln SA 





und SB. 

Wir begegnen hier einer vollkommenen Analogie mit dem in 
den Satzen 7, — 11. des ersten Paragraphen dargestellten Verhalten 
der Punkte einer Geraden. Wenn namlich /SAL, SBj SG, SB 
Schenkel auf versehiedenen Strahlen eines Biischels bedeuten, so 
gelten die Satze: Ltegt SC zwischen SA und SB^ so hegt weder 
SA zwischen SB und SC^ noch SB zwischen SA und SC Sind 
SA und SB gegeben y so kann man SC so wahleny dass SC zwi- 
schen SA und SB hegt Sind SA und SB gegebenj so kann man 
SC so wahlen, dass SA zwischen SB und SO hegt. Liegt SC 
zwischen SA und SB, SB zwischen SA und SC, so liegt SB 
auch zwischen SA und SB. Liegen SC und SB zwischen SA und 
SBj aber SB mcM zwischen SA und SC, so hegt SB zwischen 
SB und SC. Aber zu Satz 6. des ersten Paragraphen fehlt der 
analoge. Sollen die in einer Ebene angenommenen Schenkel /SaL, 
SB, SCj ... in jeder Hmsicht analoge Eigenschaften besitzen^ wie 
die Punkte einer Geraden, so wird unter Anderem, dem Satze § 1, 
18, entsprechend, dadurch die Existenz zweier Schenkel SM und 
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5 IV in derselbeii Ebene bedingt^ zwischen denen die vongen ein^ 
geschlossen werdeii Weim iinn daese existireiij, so liegen die Pimkte 
^ nod ly auf derselben Seite der Geraden SJJ, ebenso B oncl 
C und X n. s. w Folglicb liegen alsdami die Sclieiikel 5-1, SU^ 
SC } ... auf derselben Seite ernes zum Biisehel S gehbrigen Strahls 
^ Nehmen wir also in einer Ebene die Geraden f\ , durch 
emeu Pnnkt ilberdies m demselben Btisebel erne ■v^eitere Gerade 
1% ond die Schenkel SAj SB^ SC, . resp. von e, aid 

derselben Seite too I, Dann haben diese Schenkel allemal die 
Eigenschafty dass von je dreien einer nvisclmi den heiden andepu 
hegt, denn hat ^reder e mit der Streeke BC^ noeh f mit der Strecke 

AC einen Punkt gemein, so begegnet g 
der Geraden AB zwischen A iiiid B (vergl 
den Beweis des Satzes % 2, 12), und der 
Schnittpunkt liegt mit A und B auf der- 
selben Seite YOU A*;, d h im Schenkel SC. 
Die entgegengesetzten Schenkel zu SA^ SBj 
SC seien resp. SA\ SB'^ SC. Lag nun 
der Schenkel SC zwischen SA und SB^ so 
wird auch SC zwischen SA' und SB' liegen; 
denn A' und B' liegen anf verschiedenen Seiten von g, und der 
Schnittpunkt der Geraden g mit der Strecke A' B' liegt mit A' und 
B auf derselben Seite von t. Wir wollen deshalb^ ohne die Schenkel 
zu unterseheiden j sagen: Der Strahl g liegt zwischen den 
Strahlen e und /* (oder /* und e) bei ausgeschlossenem A:, 
Oder: fur den Grenzstrahl L Nefame ich nun in A den Punkt 
M mit A und B' auf derselben Seite von g ^ so liegt der Schenkel 
SM zwischen 8 A und SB', d. h. es liegt auch der Strahl h zwi- 
schen e und f bei ausgeschlossenem g. Man sagt: e und f werden 
durch g und Tc (oder 'k und g) getrennt. 

Das Strahlenbiischel zeigt hiernach nicht mit einer begrenzten, 
sondern mit einer geschlossenen Linie analoges Verhalten. Fur die 
Schenkel SA, SB, . . gelten die in § 1 ausgesprochenen Bezie- 
hungen zwischen Punkten einer Geraden ohne Ausnahme; in diese 
Beziehungen kann ich aber jetzt die Strahlen statt der Schenkel 
einfdhren, wenn ich iiberall den Zusatz „far den Grenzstrahl 
anbringe^ und erhalte somit zwischen den Strahlen eines Biischels 
genau dieselben Relationen, welche fur die Punkte einer gesehlos- 
senen Linie in den Satzen a bis 1 des § 1 ausgesprochen wurden. 
Es genugt diejenigen Relationen anzugeben, welche den Satzen 
19. — 23. des § 1 entsprechen. 

Liegen die Strahlen e, f, g^ h in einem Buschel, so werden ent- 
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ueier fff (hoxh el' getremif, oiler ge durcli fl^ ocler ef dmcli gk, 
tmd mar seMiessf jeih (heso Lagen die hetden andein aiis, 

Liegen die Strcilden e, /J k in einem Bdscliel, so kann man m 
dm doi StraM g so tealden^ dass ef dmcli gk gebennt tveiden, 

Sikd m einem Sfrahlenhuschel die SbaMen ef dmcli ernes der 
Paare gk tmd lik getiennt, durcli das andeie aber ntchf, so smd ef 
iiircli gh getrennt In den anderen Fallen uerden ef durcli gk 
uicM gebmnt, 

Werden in einem Sfrahlenhuschel die Sbalilen ef durcli gk ge- 
fiennt^ so werden aucli gh dtucli ef getrennt, 

§ 4. Voni EbenenliisclieL 

Wenn die Punkte A und JB ausserlialb der Ebene P liegen, 
so Sind zwei Falle zu unterscheiden : die Ebene P schneiclet ent- 
weder die Gerade AB zwisclien A nnd P, oder nicht. Im ersten 
Falle sagt man: die Ebene P gebt zwischen A und P hindurch, 
oder: die Punkte A and P liegen auf verschiedenen Seiten 
der Ebene P 5 im zweiten Falle sagt man: die Punkte A und P 
liegen auf derselben Seite der Ebene P. Fiir drei Punkte 
A^ B, C ausserbalb der Ebene P gelten folgende drei Satze. 

Liegen A und P auf derselben, A und C auf verschiedenen 
Seiten der Ebene P, so hegen B und G auf verschiedenen Seiten, 
Sind namlich. A^ B, C in einer Geraden g gelegen, so trifft P die 
Gerade g zwischen A und aber nieht zwischen A und P; folg- 
lieh geht P zwischen P und C hindurch. Sind dagegen die drei 
Punkte A, P, G zur Bestimmung einer Ebene ABC geeignet, so 
haben die Ebenen P und ABC einen m der Geraden AG zwischen 
A und C gelegenen Punkt gemein, mithin eine Gerade diese 
geht zwischen A und C hindurch, nicht aber zwischen A und P; 
folglich geht m zwischen P und G hindurch. 

Daraus folgt ohne Weiteres* Liegen A und P, ebenso A und C 
auf dei'selhen Seite der Ebene P, so liegen auch B und C auf der- 
selben Seite. 

Liegen A und P, ebenso A und G auf verschiedenen Seiten 
der Ebene P, so liegen P und G auf derselben Seite, — Beweis: 
Wenn A, P, C in einer Geraden g liegen, so wird g von der Ebene 
P zwischen A und P getroffen, zugleich auch zwischen A und (7, 
also nieht zwischen P und C. Wird dagegen durch A, B, C eine 
Ebene bestimmi, so haben die Ebenen P und ABC einen zwischen 
A und P gelegenen Punkt der Geraden AB und einen zwischen 
A und C gelegenen Punkt der Geraden AC gemein, folglich eine 
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Cierade^ welclie zwiseheu A nnd B nnd zwisclieii *4 mid C lim- 
clorcligeM: die&e Geiade geht mdit z^iselieii JB nnd C limdurdi. 

^\ei 2 ii G erne Gerade, A einen Poukt ausserlialb derselben 
bedeutet, und man nimmt in der Ebene AG emeu Punkt: a mil 
aof derselben Seite Ton G^ so kaim man sagen: a liegt im Schenkel 
GA; man nennt anch A emeu ^^Pimkt des Sehenkels GA^^ nnd 
darf A bei der Bezeicbnnng des Scbenkels durch jeden Punkt des- 
selben ersetzeu. Liegt die Gerade G in der Ebene so liegen 
alle Pimkte des Scbenkels GA auf derselben Seite von P. — 

Ebenen, welcbe dnrcb emeu Punkt s bmdurchgehen, warden 
ein Ebenenblindel genannt; der Punkt s beisst der Scbeitel oder 
Mittelpunkt des Bundels. Gehen die Ebenen P, E, S dnrcli 
den Punkt s, so kann man sagen; die Ebene S liegt im Biindel 
EQEy wenn die Ebenen P^ Q, E nur einen Punkt gemem haben, 
anch P; Q, E werden ,, Ebenen des Bundels PQE^^ genannt Zur 
Bezeicbnnng des Blind eis dienen irgend drei ihm angebbrige Ebenen, 
welcbe nnr einen Punkt gemein haben 5 man kann aber das Biindel 
PQE aucb dnrcb den fur den Scheitel emgefnkrten Bucbstaben 
bezeichnen. 

EbeneB; welcbe (mebr als einen Punkt, mithin) eiue Gerade G 
gemein haben, werden ein Ebenenbuscbel genannt; die Gerade 
G heisst die Axe des Biiscbels. Gehen die Ebenen P, Qj E 
dnrcb die Gerade G, so sagt man: Die Ebene E liegt im Busch el 
PQy im Biischel Gy n. s. w. 

Sind P, Qj E Ebenen eines Biiscbels G, ferner GA nnd GB 
Schenkel resp. von P nnd Q auf verscbiedenen Seiien der Ebene 
P, ist endlich GC der Schenkel V9n P, welcher den Schnittpunkt 
der Strecke AB mit P entbalt, so sagt man: Der Schenkel GC 
liegt 0wischm den Schenkeln GA nnd GB, 

Die Schenkel GA, GB, GO, . . . auf den Ebenen des Busehels 
konnen ebenso untersucht werden, wie im Strahlenbtischel die vom 
Scheitel ausgehenden Schenkel. Werden die Punkte A, B, C be- 
liebig angenommen, so ist es nicht nbthig, dass von den drei Schen- 
keln GA, GB, GC einer zwischen den heiden andern liegt; davon 
abgesehen gelten dieselben Beziehungen, wie fiir Punkte in einer 
Geraden. Um anch die eine Ausnahme zu beseitigen, 1st es noth- 
wendig nnd hinreichend, nur Schenkel anf derselben Seite einer 
durch G gelegten Ebene zu betraehten. Es seien im Biischel G 
die Ebenen P, Q, E, T gelegen; GA, GB, GC seien Schenkel 
resp. von P, Q, E anf derselben Seite von P; die entgegengesetzten 
Schenkel seien GA\ GB', GG'. Liegt alsdann der Schenkel GC 
zwischen den Schenkeln GA nnd GB, so wird anch GC' zwischen 



32 § 4 Yom Ebenenbuscliel 

GA' undGJB' liegen; wir sagen Die Ebene B liegt zwischen 
den Ebenen P und Q {Q nnd P) bei ausgeschl ossener P, 
Oder: fur die Grenzebene P, und finden, dass auch P zwischen 
P und Q liegt fiir die Grenzebene P. Man sagt, P und Q werden 
durch B und P (oder P und B) getrennt, und kann die folgen- 
den Satze aufstellen: 

Liegen die Ebenen P, Q, B, P in einem Buscliel, so werden 
entweder QB durch FT getrennty oder BP durch QT^ oder PQ 
durch Pv T y und mm schhesst jede dieser Lagen die beiden andern aus 
Liegen die Ebenen P, Q, P in einem Buschelj so hann man in 
ihm die Ebene B so wahlen, dass PQ durch BT getrennt wei'den 
Sind in einem Ebenenbuschel die Ebenen PQ durch eines der 
Paare BT und ST getiennty durch das under e aber mcht, so werden 
PQ durch BS getrennt In den andern Fallen werden PQ durch 
BS nicht getrennt 

Werden in einem Ebenenbuschel die Ebenen PQ di^rch BT ge- 
trennt, so werden auch BT durch PQ getrennt — 

Die Eigenschaften des Strahlenbuschels und des Ebenenbuschels 
hangen mit einander innig zusammen. 

Es seien e und f StraHen in derselben Ebene TJ und durch 
den Punkt M, ferner P und Q Ebenen resp. durch e und f (von 
TJ verschieden), endlich G die Durchschnittslinie der Ebenen P und 
Q, Dann kann man das Strahlenbuschel ef und das Ebenenbuschel 
PQ auf einander beziehen, indem man jedem Strahl des ersteren 
die ihn enthaltende Ebene des letzteren zuordnet, und ist dadurch 
im Stande, Eigenschaften von Strahlen des Biischels ef auf die 
zugeordneten Ebenen des Biischels G und umgekehrt zu iibertragen. 
Wahlt man in e den Punkt A beliebig^ so smd alle Punkte des 
Schenkels ilf im Schenkel GA der zugeordneten Ebene P ent- 
halten*, man kann dem Schenkel MA des Strahls e den Schenkel 
GA der Ebene P zuordnen. Wenn in der Ebene U der Schenkel 
MC zwischen MA und MB liegt, so liegt auch der Schenkel OC 
zwischen GA und GB, und umgekehrt. Der Strahl MC werde 
mit g, die Ebene GO mit B bezeichnet; uberdies werde im Bdschel 
ef ein vierter Strahl h, im Biischel PQ die zngeordnete Ebene P 
angenommeii. Liegen alsdann die Schenkel MA, MB, MG auf 
derselben Seite von h, so liegen die Schenkel GA, GB, OC auf 
derselben Seite von T, und umgekehrt. 

Liegen die Schenkel MA, MB, MC auf derselben Seite von 
h und zwar der Schenkel MC zwischen den beiden andern, d. h. 
werden die Strahlen ef durch gh getrennt, so werden die Ebenen 
PQ durch BT getrennt Auch hiervon ist die Umkehrung nchtig. 
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§ 5. Yom StraMenMiidel. 

Zwei Geraden I, m in einer Ebene bestimmen, sobald sie eineii 
Pimkt geroein liabeii, eiii Strahlenbilndel Im Nimmt man eineii 
Punkt A ausserlialb der Ebene Im, so entstebt die Forderung, A 
mit dem Scbeitel des Bdndels Im dnrcli eine Gerade zu yerbindeH; 
d b. durcb A den Strabl des Biindels Im zu legen. Diese Por- 
derimg kann obne Benutzung des Scbeitels erfiillt werden; die 
Ebenen Al imd Am baben nambcb eine Geiade I gemeiii; iind A 
ist der durcb A gebeiide Strabl des Bdndels Un. 

Wenn die Geraden I und m in emer Ebene verlaufeu; so ist 
diese Construction immer ausfiibrbar, gleicbviel ob die Existenz 
ernes Durcbschmttspunktes von I und m bekannt ist oder uicht 
Wird aber nocb ein Punkt JB ausserbalb der Ebenen Im , Al und 
Am angenommen und die Durcbscbmttslinie der Ebenen Bl und 
Bin mit yb bezeicbnet, so werden Ebenen KB und y>A bestimmt; 
wenn I und m sicb in S scbneiden, so fallen die Ebenen KB und 
yiA mit der Ebene ABC zusammen, d. b. die Strablen K und in 
eine Ebene; man kann nun zeigen, dass K und y aucli 
dann in einer Ebene liegen, wenn an den Geraden I und 
m keine Du rchscbneidung nacbweisbar ist. 

Wir haben zunacbst in einer Ebene die Geraden I und m. Auf 
I wableu wir die Punkte A und B beliebig und nebmen an, dass 

m durcb keinen Punkt der Strecke 
AB hindurcbgelit; wablt man daiui 
in der Ebene Im den Punkt (7, 
ausserbalb I und ni, nicbt mit A 
und B auf derselben Seite von w, 
so wird die Gerade AG zwischen 
j A und G, etwa in B, und die 
Gerade BG zwiscben B und Of 
etwa in E, von m getroffen. Es 
liegen G und 1) auf derselben Seite 
dor Geraden AE^ abor B und G 
auf verscbiedeneU; folglich B und 
I) auf verscluedonen, d li. die Ge- 
raden ylJiJund BD begegnen sicb 
m emem Punkte F zwischen B 
und T)^ der zugleich zwiscben A 
und E liegen muss. Da A und I) auf derselben Seite der Geraden 
GE' liegen, B mid J) auf verscbicdouen, folglich A und B auf ver- 

VorleBungen. 3 
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scliiedenen j so be^egneii sich die Geraden I unci CF in einem 
Puiikte (t. 

Aiieli Z und I sollen m einer Ebene liegeii, aber niclit hnX 
m clerselben Ebene Ich iielinie an, class auch A der Strecke AJB 
nicbt begegnet, wahle m der Ebene ll den Punkt F\ ausserlialb 
Z und /I, nicM mit A und B auf clerselben Seite von X, und be- 
zeicbne mit E' den Diu’cliscliiiittspunkt von I und AF'^ mit D' 
den von X und BF\ mit G' den von AB' und BE\ Es begt E' 
zwisclien A und F\ JD' zwischen B und F', G' zwiscben A imd 

aueh C zwischen B und E' Die Geraden GG\ I)D\ EE', 
FF' nenne ich lesp c, cZ, e, f] keine drei liegen in einer Ebene; 
aber die Paare cd, ce, df, ef je m einer Ebene und schneiden sicli 
iiberdies; denn A und D' liegen auf versehiedenen Seiten von c, 
A und D auf clerselben Seite; folglich D und JD' auf verschie- 
denen ; u. s. w Wenn min m mid X einer Ebene angelibrcn ; so 
geJien die Geraden CF und G'F' du7ch einen PunU^ ndmhch G 
Denn m der Ebene mX verlaufen clann die Geraden d und e, nicht 
aber c ocler f; folglich ist der Punkt cd mit ce^ df mit ef identisch; 
und es existiit ein Punkt de, durch welchen c und f hmduichgehen; 
mithm eine Ebene of, welche die Punkte C, F, C\ F' enthalt ; der 
Punkt G liegt m den Ebenen IC' und GFC\ also in ihrer Durch- 
schnittslmie C'F\ Dmgekehrt: Schneiden sich dte Geraden CF 
und G'F' , so gehoren m und X etne^ Ebene an. Denn es geht 
clann erne Ebene durch die Punkte (7, F^ C\ F\ oder durch die 
Strahlen c und f] da d und e von der Ebene ef ausgeschlossen 
sind; so fallt der Punkt cd mit df, der Punkt ce mit ef zusamnien 
in einen Punkt cf oder de, und die Punkte D, E, E, E' fallen in 
erne Ebene. 

Nunmehr kann ich folgenden Satz beweisen : Wenn die Strahlen'^ 
paare Im, IX, mX, Z/U; m^i je durch cine Ebene verbunden werden, 
die Ebene Im aber weder X nocJi ft enthalt, so ivird auch X mit 
durch eine Ebene verbunden. Die bisherigen Bezeichnungen werden 
beibehalten; wenn m oder X oder der Strecke AB begegnot, so 
haben I, m, X, g, einen Punkt gemeiU; mithm X und g erne Ebene; 
es ist daher nur nocli der Fall zu betrachten, wo weder I noch X 
noch g der Strecke AB begegnen. In der Ebene Ig wahle ich 
den Punkt F", ausserlialb I und g, mcht mit A und B auf der- 
selben Seite von g, und construire E" als Durchschnittspunkt von 
g mit AF", B" als Durchschnittspunkt von g mit BF", G'" als 
Durchschnittspunkt von AB" mil BE". Da m und X in einer 
Ebene voraiisgesetzt smd; so gehen die Geraden CF und C' F' 
durch G; da m und g ebenfalls m emer Ebene vorauKSgesetzt sind; 
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so gelien aucli die Geiadeii CF und C" F" darcli G. Da hier- 
nach die Geraden C' F' und O'' F" sich sciineiden, so existirt eine 
Ebene 

In Poige dieses Satzes bat es sieb als vortbeilliaft 
bewalirt, den Begriff des Strahlenbun dels entspreebend 
zn erweitern. Wenn die Strahlen efg paarweise dureli eine 
Ebene verbunden weiden, aber nicbt alle drei dureb eine Ebene, 
Oder wenn die Strablen efg m einer Ebene entbalteii smd und mit 
einer von ibrer Eben»e aiisgescblossenen Geraden dureb Ebenen ver- 
bunden warden kbnnen, so sagt man oline Riicksicbt darauf, wie 
es sicb mit den Durcbscbneidungen veihalten mag- g liegt im 
Biindel ef^ g ist ein Stralil des Bilndels ef n. s w. ; aucb e und f 
beissen wieder , ^Strablen des Bundels Scbneiden sicli e und 

/*, so gebt g dureb den Punkt ef und* ist eiu Strabl des Btodels 
ef in dem bisbengen, dem ^^eigentlicben^^ Smne, oder kurzer: ein 
Strabl des eigenthcben Strablenbiin dels ef^ welcbes notb- 
weiidig einen Scbeitel besitzt. 

Lzegen die Strahlen g und h %m Bundel ef, so liegen sie zn 
einer Fhene Beweis: "V orausgesetzt ist die Existenz der Ebeneii 
^9) f9i A Der Pall, wo sowobl efg als efli je in einer 
Ebene begen, erledigt sicb von selbst; der Pall, wo weder efg 
nocb efli in einer Ebene liegen, erledigt sieh sofort dureb den 
letzten Lebrsatz. Nebmeii wir also an, dass etwa efg in einer 
Ebene liegen, aber nicbt efh] ein gewisser Strabl k ausserlialb der 
Ebene ef lasst sieb dann mit jedem der Strahlen efg dureb eine 
Ebene verbmden; nacb dem letzten Satze giebt es eine Ebene hk, 
welche mindestens eine der Geraden ef ausschliesst, etwa e; da die 
Strahlen g und h jetzt im Bundel ek liegen, ohne in die Ebene 
ek zu fallen, so findet der erwahnte Satz auf §ie wieder Anwendung. 

Lzegen dze Strahlen g und h imJBzmdel ef so lzegen e und f zm JBtm- 
del gh. Beweis: Die Strablen efgh liegen paarweise in einer Ebene. 
Gebt nun die Ebene ef weder dureb g nocb dureb h, so liegfc eiit- 
weder e ausserlialb der Ebene gh^ oder egh in emer Ebene, dann 
aber f ausserlialb dieser Ebene; beidemal ist e em Strabl des Bun- 
dels gh, ebenso f Sind efg in einer Ebene, nicbt aber efh, so 
sind aucb egh nicbt in einer Ebene, d. b. e im Bundel gh, ebenso f. 
Smd endlich efgh in einer Ebene, so lasst sicb eine gewisse Gerade 
k ausserhalb der Ebene ef mit jedem der Strahlen e, f, g dureb 
eine Ebene verbmden; da k im Biindel ef so lasst sicb k aucb mit 
h dureb cine Ebene verbmden, und man erkennt wieder e und /' 
als Strahlen des Biindels gh 

Ist e ein von f versehiedener Strahl des Biindels ef, so fallt 

3 ^ 
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das Sh aJilenhundel ef md ef msammen Beweis: Bedeutet g emen 
Strahl des Bundels ef^ so ist g eiitweder von e verschieden odei 
niclit; im ersten Falle liegt f im Bundel ge, d h. g im Buiidel ef^ 
im zweiten Falle wird g ebenfalls em Strahl des Bundels e f ge- 
nannt. Jeder Strahl des Bundels ef gehoit also zum Bundel ef 
Ebeuso gelioit umgekehrt jedei Strahl dos Bundels ef zum Bundel 
ef^ da e ein von f verschiedener Strahl des Bundels ef ist. 

Sind e und f hehehige Sfralden des Bundels ef, so smd die 
Bundel ef nnd ef' idenhsch Beweis: Der Sfrahl e ist mindestens 
von eiuem der Strahlen e und f verschieden, etwa von /*, die 
Bundel ef und ef fallen dann mit einander zusammen, weiter auch 
die Bundel ef imd ef, 

Bei der Angabe des Bundels ef darf leh hiernach e und f 
durch beliebige Strahlen des Bundels ef ersetzen. Wir werden zur 
Bezeichnung eines Strahlenbundels bisweilen einen besonderen Bucli- 
staben benutzen; wenn das Bundel einen Scheitel besitzt (eigent* 
liches Strahlenbundel), so wahlen wir fur Bundel und Scheitel den- 
selben Buchstaben, so dass jede Bezeichnung des Bundels auch Be- 
zeiehnuiig des Scheitels ist. Durch mei hehehige Strahlen e nnd f 
in einer Ehene kann man ein Bundel legen Ein solches Bundel 
kann mit ef bezeichnet werden. Jedes Bundel ist duich mei he- 
liehige ihm angelionge Strahlen hestimmt — Auch beliebig viele 
Strahlen eines Bundels werden ein Strahlenbundel genannt Solche 
Strahlen werden iDaarweise durch Ebeiien verbundeii; lungekehrl 
jedoeli ist diese Eigenschaft nur dann entscheidend, wenn die Strahlen 
nicht durch eine emzige Ebene verbundeii werden konnen. Liegen 
die Strahlen m einer Ebene, so muss es moglich sem, jeden von 
ihnen nut einer und derselben ausserhalb ihrer Ebene befindliehen 
Geradeu durch eine Ebene zu verbmden. Demnach sind Strahlen, 
welche paarweise durch eine Ebene verbunden werden, aber niclit 
in emem Bundel hegen, allemal m einei Ebene enthalten 

Strahlen, welche in einer Ebene und zugleich in einem Bundel 
hegen, werden em Strahlenbuschel genannt, und msbesondere 
ein eigentliches Strahlenbiischel, wenn sie einen Punkt ge- 
mein haben Liegen efg in emem Btischel, so sagen wir: g liegt 
im Buschel ef, u s. w. Zur Bezeichnung des Buschels in diesem 
Sinne darf man zwei beliebige von seinen Strahlen benutzen, einen 
einzelnen Buchstaben, namlich den fiir das Bundel eingefuhrten, 
nur dann, wenn die Ebene besonders angegeben ist. 

Ziehen wir jetzt zwei Strahlenbundel 8 und T in Betracht. Es 
wird vorkonimen, dass beide Bundel einen Strahl g enthalten j demi 
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wean eiue Geracle^ gegeben ist, so kann man veischiedene Biindel 
mit ibr construireii , aber ein zweiter SfcraH li des Bilndels S ist 
iiiemals in T gelegen Der Btrabl ^ ist durch die Angabe, dass er 
zii den Bundeln S und T gebort*^ eiiideutig bestimmtj icb will ilin 
dalier mit ST oder TS bezeichnen, gleichviel ob S und T ancb 
Pimkte voistellen oder niclit. Um die Ausdrucksweise moglichst 
ebenso ejnzuricbten, wie wenn S and T Punkte waren^ Will icb 
sagen. S ist ein Strablenbtindel der Geraden g ^ das Bundel 
S gehoit zur Geraden ii. s. w. Dann isf jede Gerade dwell 0wei 
heltebige von then Sfmlilenhiindeln hestimmt Kann man aber m 
zwei beliebige Strablenbundel allemal eine Gerade legen? Diese 
Frag6 kbnnen wir sebon jetzt beantworten^ wenn bei einem der 
gegebenen Bundel ein Scbeitel bekannt ist, etwa bei T, im Bundel 
S nimmt man zwei Strablen an, I und m, nicht mit dem Punkte T 
in emer Ebene, und erbalt den Strabl ST als Durebsebnittslinie 
der Ebenen IT und mT. In ein hehehiges und ein eigenthches 
8i> ahloibimdel Lann man stets eine Gerade legen. Aber in dem 
andern Palle konnen wii bier keine Antwort ertbeilen 

Indem wir dazu iibergeben, drei Strablenbundel S, T^ U 2 ,xx 
betraebten, nuissen wir uns von vornberein auf den Pall besebran- 
ken, wo wenigstens fur ernes derselben ein Scbeitel bekannt ist, 
etwa fur U. Die Strablen STJ und TXJy welcbe alsdann immer 
existiren und bestimmt sind, baben einen Punkt gemein, und man 
kann durcb sie eine Ebene legen. Damit diese Ebene niebt unbe- 
stimmt bleibe, mussen wir voraussetzen , dass die Strablen STJ und 
TU von einander verscbieden, d b. dass S', T, U nicbt Bundel 
einer Geraden smd Icb will die Strablen SU, TU resp. mit e, f 
und die Ebene ef mit P bezeicbnen Die Beziehung der Ebene P 
zum Bundel U ist folgende: P gebt durch den Scbeitel des Biindels 
U ; wenn icb einen beliebigen Punkt A der .Ebene P mit U ver- 
binde , so ist der Strabl AU m der Ebene P entbalten. In ahn- 
licber Beziebung stebt die Ebene P zum Bundel 8 Sie ist durch 
einen Strabl e des Bundels gelegt; nehme icb nun in P den Punkt 
B beliebig (nicht in e) und bezeicbne den Strabl B8 mit g^ so 
existirt exne Ebene eg und fallt mit eB zusammen, d. b. g ist eine 
Gerade von P; fur jeden Punkt B der Ebene P (der nicbt Scbeitel 
von S ist) fallt also der Strabl B8 ganz in P. 

Sobald die Ebene P emen Strabl des Strablenbiindels S ent- 
Mlt, wollen wir sagen: S ist ein Strablenbundel der Ebene 
P. Dann isi die soeben gemachte Bemerkuiig folgendermassen 
auszudrdcken : Wenn B ein Punkt und 8 ein Strablenbtindel der 
Ebene P ist, so liegt die Gerade BS m der Ebene P. Und wir 
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scliliesseii aiis der Definition. 1st g eine Gerade der Ebene P, so 
ibt jedes Bundel von g ein Bilndel von P. 

Wir miisseu jetzt die Bundel P, TJ Biindel der Ebene P 
nenneD; welebe durch die Strahlen e und / gelegt worden ist. In 
::icet heliehige und em eigentliclies Strahlenhundel Icann man stets 
eine Ebene legen. Eine solclie Ebene muss (bei der vorigen Bezeicb- 
niing) die Stialilen SU und TU eiitbaiten, welche von einander 
verschieden smd, wenn die Biindel S, T, U niclit zu einer Geraden 
gelioren. Eine Ebene ist beshmmt, wenn man von dir 0 wei belie- 
hige nnd ein eigentliclies StraJilenbmidel liennt imd die drei Bundel 
iuclit eine) Geiaden gelio^en. Sind S, P, U solche Bundel ^ so 
bezeichne ich die durch sie bestimmte Ebene mit STU. Wenn 
bei keinem der drei Biindel ein Scbeitel bekannt ist, so kdnnen wir 
hier nicht entscheiden^ ob sie Biindel einer einzigen Ebene, iiber- 
liaujit Biindel einer Ebene smd. 

Es hat sicli voihin ergeben, dass eine Gerade, welche mit einer 
Ebene emen Punkt und em Bundel gemem hat, ganz in der Ebene 
liegt Dieser Satz lasst sicli dahin erweitern, dass ;)ede Oei^ade g^ 
welche mit einer Ebene P noei Bundel S uoid T gemem liat^ mr 
Ebene P gelio)t. Nehme ich m der That den Punkt A in der 
Ebene P beliebig (aiisserlialb g), so ist der Strahl AS von g ver- 
schieden und bestimmt mit g^ da beide im Bundel S liegen, eine 
Ebene, zu welcher die Bundel A^ 8 und P gehoren, d. i. die Ebene 
AS1\ welche mit P identisch ist; folglich ist g erne Gerade von P. 

In em Strahlenhundel S und durch eine Qerade g Imnn man 
stets eine Ebene legen, Denn smd A und B Pimkte von g, so kann 
man in die Bundel J., B und S eine Ebene legen Erne Ebene 
ist bestimmt, wenn man von Ihr erne Gerade g und em mcht m der 
Gen aden gehonges Bundel 8 hennt Denn sie enthalt (bei der vorigen 
Bezeicbnung) die Bundel A, B und 8 

Zwei Geraden, welche em Bundel gemem haben, lassen sich stets 
durch eine Ebene verbinden» 

Eiigeii wir noch hinzu: Jede Ebene ist durch mei beliebige von 
ihren Geraden bestimmt, und: Wenn mei Ebenen ein eigentUchcs 
Bundel gemem haben, so haben sie erne Gerade gemein, so sind jetzt 
die Beziehungen zwischen Punkteu, Geraden und Ebenen, welche 
die Satze 4. 5. des ersten, und 2 — 9. des zweiten Paragraphen ent- 
Iialten, m Beziehungen zwischen Strahlenbundeln, Geraden und 
Ebenen verwandelt. Man sieht, dass nicht uberall den Punktou 
beliebige Strahlenbiindel substituirt werden kdnnen; wo em Punkt 
gegeben ist, hat man nicht bloss em Strahlenblmdel, sondern an 
diesem auch emen Scbeitel; mit dem eigentlichen Strahlenbiindel 
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wird daher in gewissen Fallen mehr erreicht. Anders veilialt es 
sich da^ wo die Existenz von Punkten ermittelt weiden soil Wenn 
man nicht nach emem Punkte, sondern nach einem Biindel fragt^ 
und daranf verziclitet, uber den Sclieitel des Biindels etwas fest- 
zustellen, so erhalt man eine Antwort in eimgen Fallen, wo die 
Frage nach emem eigentlichen Biindel unbeantwortet blieb 

Von zwei Geraden in einer Ebene, oder von emer Geraden 
und emer Ebene konnten wii mcht behaupten, dass sie sich immer 
in emem Punkte schneiclen. Aber em StraMenbunclel liaben mmt 
Geraden m emei Ehene sfets gemein. Und: Ein Strahlenlundel hat 
die Gerade g mit der Ebene P allemal gemein^ denn ist A em 
Punkt der Ebene P ausserhalb der Geraden g, so geht durch A 
eine Gerade h, welche zu den Ebenen gA und P gehort, also durch 
g und h em Strahlenbundel, welches zu g und P gehort. 

VVir konnten mcht behauj^ten, dass zwei Ebenen immer Punkte 
gemein haben, oder dass diei Ebenen stets durch emen Punkt gehen, 
selbst wenn &ie sich paarweise duichschneiden. Aber gemeinscliaft- 
hche Strahlenbundel lassen sich bei mei Ebenen P nnd Q stets er- 
migen; denn ist g eine Gerade von (), so giebt es em Bundel, 
welches zu g und P, mithin zu P und Q gehort. Freilich bleibt 
es, so lange kem gememsames ^gentliches Bundel bekannt ist, 
unentschieden, ob die Ebenen eine Gerade gemein haben, d. h. ob 
die gememsamen Bundel zu emer Geraden gehoren Und: Drei 
Ebenen P, Q, B haben e%n Sh ahhnbivndel gemein j wenn mei von 
‘ilmen^ Q und Tl, sich diirclischneiden, denn die Ebene P hat mit 
der Geraden QB em Bundel gemein, und alle Bundel der Geraden 
QB sind Bundel von Q und P. 

Von dom Versuche, Strahlenbundel fui die Punkte emzufiihren, 
werden die oben nicht genannten Satze der beiden ersten Para- 
graphen mcht beriihrt. In diesen Slitzen tritt em auf drei Punkte 
einer Geraden beziiglicher Begriff auf, der sich mcht auf beliebige 
Strahlenbundel emer Geraden ubertragt; von drei Punkten in emer 
Geraden ist namlich allemal emer „zwischen den beiden andern^^ 
gelegen. Ich konnte bei drei eigentlichen Strahlenbundelu einer 
Geraden imch emer entspreclienden Ausdrucksweise bedienen, ich 
miisste sie jcdoch gleich von vornherem auf eigentliche Bundel 
beschranken. Demgemass wird die Vorallgememerung, um die es 
sich handelt, sich mcht auf solche Biltze erstrecken, zu deren For- 
mulirung jenor Bogriff oder aus ihm abgeleitete Begrille erforderlich 
smd. Dagegen durfen wir fiir alle anderen Siitze von jetzt an die 
Verallgemeineruugen nehmen, welche wir gewonnen haben, und zu 
danen noch eimge neue Satze hinzugetreien smd. 
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I 6. Ansgedelintere Anwendung des Wortes ^Punkt^^ 

Wir komiteii auf dem Standpunktej den wir jetzt emnehmeii, 
da& Woit „Pimkt^^ ganzlicli entbehren imcl statt dessen bloss von 
Btiablenbiindeln (beliebigeu imd eigentlicben) sprechen. Wir konn- 
ten daun eine Eeihe you Beziebungen , zu cleiien wir allmalilich 
gelaiigt sindj in erne yiel geringere Anzalil von Satzen ziisammeu- 
fassen. Aber wenn die Daistellung bei einer solchen Aenderung 
an Iviirze gewiunt^ so wuide sie zugleicli an Anscliaulicbkeit ver- 
lieien, da das Wort ,,StrahlenbmideB^ weit complicuteie Vorstel- 
lungen veianiasst, als zur Auffassung der geometrisclien Entwicke- 
Imigen noting und forderlich ist. 

Dieser Naclitheil wird vermieden, wenn man, statt den Ge- 
biaucli des Woites Pinikt aufzugeben, ilin vielinelir in derselben 
Weise ausdebnt, wie es an dem Worte ,,Stralilenbundek^ gezeigt 
woiden ist Wir tieflfen m der That die Bestimmmig, dass das 
Wort 5 ;Punkt^^ nicht nielir m der bisherigen Becleutung angewcndet 
werden soil, dass vielmehr mit der Aiissage „das Strahlen- 
bundel S gelidrt zur Geiaden^^^ foitan gleichbedeutend 
sein soil die Anssage ,;der Punkt S liegt in der Goraden 

und dass, wo das Strahlenbundel S als ein eigeiitliclies bczeicli- 
net wird, aiich der Punkt S ein eigentlicher Punkt genannt 
weiden soil***). Der Ausdruck „eigentlicher Punkt^^ wird also von 
nun an geuau dasjenige bedeuten, was bislier unter Punkt schleclit- 
weg veistanclen wuide; daduich eben wird das mit keiiier nahoren 
Bestimmung veiselieiie Wort ,,PimkP^ zu allgememerer Anwendung 
verfiigbar, 

Liegt der Punkt S in einer Geraden tier Ebene P, so sagt 
man : der Punkt 8 liegt in der Ebene P Dies ist demnacli gleicli- 
bedeutend mit der Aussage: das Strahlenbundel S gelibrt zur 
Ebene P 

Derselbe Vorgang wiederholt sich m der Matliematik bei zabl- 
leicheu ahnlichen Gelegenlieiten So ist man nach der allmaldiclien 
Erweiteiung des Begrife, wekher nnt dem Woite verbun- 

den wird, genothigt, den Ausdruck „reelle positive gauze Zahh^ 
da auzuweuden, wo iin Anfange das Wort „ZahP^ ohne Zusatz ge- 
ntigte; man muss die Punction, auf welclie das Wort „Potenz^‘^ 


Yergl Staudt, Geometne der Lagc §5, wo jcdoch als uneigcutbelio 
Punkte uiir die sog. imeiidlich feruen Piuikto dei Eukhdisclien Geomctrio er- 
schemen. In umfassenderem Smno hat zuerst Herr P Klein „unoigentlicho‘‘ 
odei „ideale*‘ I'unkte eiiigefuhrt, Math. Ann Bd 4 S. 624, Bd. 6 S. 131 ii. 141. 
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sicli urspriiuglieli bezog, spaterhin eiue j^Potenz mit reellem posi- 
tiven ganzen Exponenten^^ nieuneii, u. s. w. Kilrzer wurde man von 
^eigentliclieiL^^ Zahlen, ^^eigentliehen^^ Poteiizen ii s, w. sprechen. 
Wie man aber nur bei reellen Zahleu die emeu ^grbaser^^ als die 
andern nennt, so kann in der Geraden nm bei drei eigen tlichen 
Pnukten clavon die Rede sein, dass einer ,^zwiscben den beiden 
auclern^^ liegt. Dieser Begrift und vor der Hand auch alle mifc 
seiner Zuzieliung definirten Begriffe bleiben mitliin aaf eigentliclie 
Pimkte bescliraiikfc Im Uebiigen jedocli behalten die bisherigen 
Definitionen und Bezeiclinimgen ihre Gultigkeit. Man sagt^ dass 
die Geradeii g und li sich schneiden, sobald eiii (und zwar nur 
einj Punkt in beiden liegt, ohne dass em gememscbaftiicher eigent- 
licber Punkt geforclert wird; man nennt Ebenen, welche emeu 
beliebigen Punkt gemein liaben, ein Ebenenbundel, diesen Punkt 
den Scheitel des Ebenenbimdels u, s. w. 

An Stelle der Satze 4. und 5. des ersten und 2. — 9. des zwei- 
ten Paragraphen treten jetzt die folgenden. 

1. Durch einen beliebigen und emen eigentlichen Punkt kann 
man stets eiiie Gerade ziehen 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten 
bestimiiit 

3. Durch zwei beliebige und emen eigentlichen Punkt kann 
man stets eiiie Ebene legen. 

4. Jede Ebene ist bestimmt, wenn von ihr zwei beliebige 
und em eigentlicher Punkt gegeben sind und diese drei Punkte 
nicht 111 gerader Linie liegen. 

5. Eine Gerade, welche mit emer Ebene zwei Punkte gemem 
hat, liegt ganz in ilu*. 

6. Durch eine Gerade und emen Punkt kann man allemal eine 
Ebene legen. 

7. Eine Ebene ist bestimmt, wenn man von ilir eine Gerade 
und emen Punkt ausserlialb der Geraden kennt. 

8. Durch zwei Geraden, welche emen Punkt gemein liaben, 
kann man immei erne Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihien Geraden 
bestimmt. 

10. Wenn zwei Ebenen emen eigentlichen Punkt gemem haben, 
so haben sie erne Gerade gemem 

11. Zwei Geraden in emer Ebene haben stets emen Punkt 
gemem 

12. Bine Gerade und eine Ebene haben stets emen Punkt 
gemem. 
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13. Zwei Ebenen haben stets Punkte gemem. 

14 Drei Ebenen ^ von clenen zwei sicb in emer Geraclen 
sclmeiden^ baben stets einen Punkt gemem . — 

Erne beliebige Gruppe von Pimkten^ Geraden und Ebenen 
werde eine Pigur genaniitj dabei werden nicbt bloss eigentliche 
Punkte zugelassen, sondern beliebige. Jede Fignr kann erweitert 
werden. Es kbnnen entweder andere Punkte; Geraden ; Ebenen 
nach Willkur liinzutreten oder aus der Figur weitere Punkte als 
Sclinittpunkte ibrer Geraden und Ebenen, weiteie Geraden und 
Ebenen durcli Veibindung ilner Punkte und Geraden abgeleitet 
(constiuiit) werden Das Gebiet dei Construction ist aber alle- 
mal ein begrenzteS; in welcbem man ebene Flachen, geiade Strecken 
und eigentliche Punkte tbeils gegeben vorfindet, theils nacli irgend 
welchen Vorschnften mit Benutzung der gegebenen Stucke ver- 
zeichnet. Wird nun im Verlaufe der Construction ein Punkt JE 
als Durchschnittspunkt zweier Geraden I und m definirt, zu denen 
Strecken jenes Gebietes gehoren, so brauclit em solclier Durch- 
schnittspunkt mnerhalb des Gebietes nicht zu csistireii; und wemi 
er sich dort nicht vorfindet, so smd statt seiner bei der Fortsetzung 
der Construction die ilin claistellenden Geiaden I und m zu ver- 
wenden. Aber man muss beachteo; dass die Moglichkeit; zwei 
Punkte cluich erne Gerade odei drei Punkte durcli erne Ebene zu 
veibinden, nur feststeht; wenn wenigstens emei von ihnen em 
eigentlicher Punkt ist. 

Ob em Punkt im Verlaufe der Construction als eigentlicher 
Punkt resultirt oder nicht; hangt von der gegebenen Figur ab. 
Bis jetzt verfugen wir nur uber eni cmziges Mittel, erne solcbe 
Frage zu eutscheiden 5 dies ist der 10. Lehrsatz des § 2; der im 
dritten und vierten Paragrapheii noch andere Fassungcu erhalten 
hat. — 

Die Figuren, an denen wir bisher die Ableitung der Lehrsatze 
verfolgen konnfceii; bestehen aus eigenthchen Punkten; geraden 
Strecken und ebenen Flachen, welche die Punkte, Geraden und 
Ebenen; um die es sich handelt, zur Darstellung bringen. Ist von 
drei eigenthchen Punkten H , C die Rede, welche in gerader 
Lmie liegen, so nimmt man in die Figur eine Strecke auf, zu 
weleher A, B, 0 gehoren; soil der Punkt C zwischen den beiden 
anderii liegeii; so brmgt man ihn sogleich m eutsprechender Weise 
au; u. s. w Wahrend des Beweises wird in der Regel eine Brwei- 
terung cler Figur nothig, Wenn nun beispielsweise ursprunglich 
erne Gerade g und zwei eigentliche Punkte D und m eiaer 
Ebene mit aber auf verschiedenen Seiten von g^ vorkommeu 
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und weiterhin aiich die Gerade DE nnd ihr Sclimttpunkt F mit 
der Geraden g in die Betrachtuiig aufgenommen werden, so ver- 
merkt man eine Strecke der Geraden EE und den eigentlichen 
Piinkt F in dei Figur. So wird jede in dem betreffenden Satze 
gemachte Voraussetznng oder zum Beweise geforderte Construction 
m anscliauliclier Form festgehalten und die Uebersickt liber alle 
Beziehungen erleiclitert, welche beim Anblick der Figur rascher in 
das Gedacbtmss zuiilckkebren und die Erfindungskraft lebhafter 
auregen, als auf anderem Wege. 

Die Fortsetziing unseier Betraelitung bringt uns nun m die 
Lage, Lebi satze, m denen beliebige Punkte vorkommen, durcli 
Figuren zu erlautern Jeder solche Punkt kann in der Figur als 
eigentlicher Punkt angenommen oder bless durcli zwei seiner Ge- 
raden angedeutet werden. Demgem'ass kann man in Bezug auf 
jeden solchen Punkt zwei Falle zur Darstelluiig bringen, und mit 
der Anzabl dei Punkte wird die der darzustellenden Falle sick sehr 
rasch. vermehren „ Aber es ist nickt immer notliwendig, auf die 
veischiedenen Falle Riicksickt zu nekmen. Wo im Beweise selbst 
inehrere Falle unterschieden werden, da mag man auck die einzel- 
neu Falle an besonderen Figuren erlautern. Wird der Beweis jedock 
einkeitliek gefiikrt, so eifiillt eine Figur, welcke irgend einen Fall 
verausekauliekt, vollkommen ihren Zweek Denn die Zuziehung 
der Figur ist uberkaupt nichts Notkweiidiges. Sie erleicktert wesent- 
licli die Auffassimg der in dem Lekrsatze ausgesprockeneii Bezie- 
huugen und der etwa zum Beweise angewandten Oonstructionen ; 
sie ist tlberdies eiu frucktbares Mittel, um solcke Beziehungen imd 
Oonstructionen zu entdeckeii. Aber wenn man das Opfer an Muhe 
und Zeit nicht sekeut, so kann man beim Beweise ernes jeden Lekr- 
satzes die Figur fortlassen; der Lehrsatz ist eben nur dann wirk- 
lich bewiesen, wenn der Beweis von der Figur vollkommen unab- 
kangig ist. 

Die Grundsatze kann man okne eiitspreckende Figuren nicht 
einsehen; sie sagen aus, was an gewissen sekr emfacken Figuren 
beobacktet worden ist. Die Lekrsatze werden nicht durcli Beob- 
achtungen begrilndet, sondern bewiesen; jeder Sckluss, der im Ver- 
laufe des Beweises vorkommt, muss m der Figur seine Bestatigung 
linden, aber er wird nicht aus der Figur, sondern ans einem be- 
stimmten vorhergegangenen Satze (oder aus emer Definition) ge- 
rechtfertigi Ich kabe die betreffenden Satze Aufangs immer genau 
aiigegeben; aber auck da, wo die Angabe der Kiirze wegeii unter- 
blieben ist, konnte ich mich allemal auf einen bestimmten Satz 
berufen. Wenn man von dieser Auffassung im Geringsten ab- 
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weicht, so yerheit* cler Smu des Beweisveifahreus iibeiliaiipt jecle 
Bestimmtbeit. 

Bei Eutlid selieii wii zwischen den Giimdsatzen und Lein- 
sktzen ausserlicli erne deiitliciie Tieiinung vollzogen Ini eisten 
Buche der Elemente steheii 35 Defimtionen an der Spitze; diese 
sullen fur das eiste Bucli das voistellen, was wir em Verzeicliniss 
der Gruxidbegiiffe und abgeleiteteii Begiiflfe nennen warden, jedocli 
oline scbarfe Unteisclieidung Sodanu werden 3 Postulate und 12 
Axiome angefulirtj diese 15 Satze sind als Gruudsatze zu betrach- 
teii Ilmen lasst Buklid die Tlieoienie folgen, in der Memimg 
so darf man wohl annelnneii — , bis daliin Alles in Bereitscliaft 
gesetzt zii liaben, woinit die Satze des eisien Buches bewiesen 
weiden konnen. Aber schon dei erste Beweis lasst die Unvollstan- 
digkeit dei Samnilung eikennen. Es Landelt sich darum, zu zeigen, 
dass (in einer Ebene) auf jeder geradeii Strecke AB eni gleicli- 
seitiges Dreieck constrmrt weideii kann. *Zu dem Zweck wird (in 
jener Ebene) um den Punkt J. mit dem Halbniesser AB em Kreis 
besclirieben , ebeuso um den Pimkt vom Punkte (7, m welcheni 
die beiden Kieise sicli sclineiden, ziebt man geiade Strecken nach 
A und B* Fill jedes Glied des Beweises luid jede in ilim gebrauclite 
Gonstruction muss nun die Recbifertigung erbracht werden, imd 
zwar mittels ernes vorher aufgestellten Satzes. Dass die beiden 
Kreise um A und B mit dem Halbmesser AB existiren, folgt in 
der That aus dem dritten Postulat, woiiach gefordert werden darf, 
(ui einer Ebene) um jeden Punki in jeclem Abstando einen Kreis 
zu besclireiben Dass die geraden Btiecken AO unci BO existiren, 
folgt aus dem ersten Postulate, wonacli gefordeit weiden darf, von 
jedem Punkte nach jedem andern erne gerade Btrecke zu ziehen 
Also bezuglicli der beiden Kreise und dor beiden Strecken isi Euklid 
im Stande, die erfordeilichen Hinweise auf fruhere Batzo zu geben. 
Es 1 st aber, uuiniitelbar nachdem die beiden Kreise eingefiihrt said, 
vom Punkte G die Bede, m welchem sie sich schueiden. Nach 
welclieni Satze existnt em derartigei Puiikty Bei Eukhd lindet 
sich keine darauf bezugliclie Aiigabe, und diese Lilcke kann auch 
aus seinein Mateiial niclit ergauzt werden, dcnn es gelit dem ersten 
Lehrsatze keine Aussage voran, wonach jene Kreise sich schneiden 
mussen. 

Wenn es also Euklid’s Absiclil war, den Lehrsatzen des ersten 
Buches alle Beweismitiel voranzuschicken, nm sich sjiater bei jedem 
Schlusse imd jeder Oonstruclion auf dieselben berufen zu konnen, so 
hat er seme Absicht nicht vollstandig eireicht Er hatte beispiels- 
weise in Riicksicht auf das erste Theorem den Saiz mil aufnehnien 
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musseii- ,,Zwei Kreise m einerEbene^ deren jecler durcli den Mittel- 
punkt des andern hindurcligelit, schneiden sich^^; dieser Satz musste 
entweder eiii Axiom abgeben oder als Theorem auf einen Beweis 
gestiitzt werdeii Dass hier die dem Satze vom gleichseitigen Dreieck 
beigegebeiie Pigur allein irregefiihit hat, erkeiint man sofort, wenn 
man den Beweis ohne die Figur herzustellen versucht Nach wie 
vor kann man dann die beiden Kreise einfuhreii , weil man uber 
das dntte Postiilat verfugt; um jedoch von da weiterzukommeu, 
fehlt jede Handhabe, so lange man keine Fignr vor Aiigen hat 
Die Pigiir freihch lasst nicht in Zweifel daniber^ ob der Pankt C 
existirt. Aber die Figiir lasst auch die Existenz der Kreise nm A 
und B und der Strecken AG und BO nicht zweifelhaft, und doch 
wird die ThatsachO; dass solche Kreise nnd Strecken moglich sind, 
besonders ausgesprochen und angefiihit Mit welchem Rechte wer- 
den nun von den Thatsachen, auf denen die Constinction beruht, 
und welche kaiim in veischiedenem Grade einleuchtend und darch 
einfache Beobachtungen verburgt sind; die einen ausdriicklich for- 
mulirt, die andern aber nicht? 

Zwischen den Beweisgriiiideii; welche in der Anwendung fiuherer 
Satze und Definitionen bestelien, und andern iigendwelcher Natiir 
werden wir nicht versucheU; erne Grenze zu ziehen — was schwerheh 
gehngen durfte — , sondern wir werden niir diejenigen Beweise 
anerkennen, in denen man Schritt fur Schritt sich auf vorhergehende 
Satze und Deiinitionen beruft oder berufeii kann. Wenn zur Auf- 
fassung eines Beweises die entsprechende Pigur unentbehrlich ist^ 
so genugt der Beweis nicht den Anforderungeu; welche wir an ihn 
stellen, — Anforderungen, welcho erf allbar sind, bei einem voll- 
kommenen Beweise ist die Figur entbehrlich Nicht bloss in der 
von Euklid uberlieferten Form tragen zahlreiche Beweise der Geo- 
metne jene Unvollkommenheit an sich, sondern auch nach den 
vielfachen Umgestaltungen, welche sie im Laiife der Zeit erfahren 
habenj nur dass bei Euklid die Irrthiimer rein zu Tage treten und 
nirgends durch Worte verhiillt sind. — Man darf nicht einwenden, 
dass haufig, ohne Anfertigung der Figur, duich ihre blosse Vor* 
stellung der Zweek erreicht werden kann Die vorgestellte Figur 
ist nur zulassig, sofern sie mit einer wirklichen iibereinstimmt. 
Aber selbst wenn irgend eine der Embildungskraft allein entstam- 
mende Figur Berechtigung hatte, so waren wir nicht der Verpflich- 
tung liberhoben, von den aus ihr eninommenen Beweismitteln sorg- 
faltig Rechenschaft zu geben"**). 

S. nock § 12 Schhis8 
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Sobald man del’ F]gur keiae andeie, als die ebeu bescbriebene 
Rolle zugesteht, geuiigt uberall, wo m Lehrsatzen uud Beweiseu 
niclit mehrere Falle unterschiedeii werden, eine einzige nacli Be- 
lieben entwoifene Figui- Demgemass wird man unbedenklieh , wo 
behebige Pimkte vorkommen, diese in den Figuren nach Mbglich- 
keit durcli eigentliche Punkte wiedergeben, selbst dann, wenn es 
sich gerade um den Fall der eigenthclien Punkte nicbt bandelt 
Dass z. B. drei Geraden den beliebigen Punkt (? gemeiu haben 
sollen, kann icb wirksam in der Figur nur anbringen, mdem icli 
(r als eigentlichen Punkt annelime, und es ist mir alleinal nur 
darum zu tbun, die wirksamste Figur zu benutzen. Freilich muss 
dann mit um so grbsserer Vorsicht gepriift werden, ob die emzel- 
nen Punkte sich durch Zufall oder mit Nothwendigkeit als eigent- 
liche ergeben baben 

§ 7. Ausgedebitere Anwendmig des Wortes „ Gerade 

Die bisberigen Erditerungen haben niclit entsclnedeu, ob man 
dureh zwei beliebige Punkte eine Gerade ziehen kann, ob gemem- 
schaftliehe Punkte zweier Ebenen in einer Geraden liegen, ob eine 
Ebene dureh drei behebige ihr angehorige und nicht in emer Ge- 
raden enthaltene Punkte bestimmt ist, ob man dureh drei behebige 
Punkte eine Ebene legen kann Die drei ersten Fragen hangen 
mit einander eng zusammen und sollen jetzt in Erorterung gezogen 
werden; die vierte bleibt dabei zu besonderer Untersuchung vor- 
behalten. 

• Es seien A und B behebige Punkte. Wenn ich einen eigentlichen 
Punkt JD zuziehe, so dass ABB nicht in gerader Lime liegen, so kann 



ich durch eine bestiminte Ebene P legen; wenn ich einen eigent- 
hehen Punkt JE ausserhalb der Ebene P annelime, so geht auch dureh 
ABE keine Gerade, folghch eine beatimmte Ebene Q hindurcli. 
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Die iibenen P uecI Q konnen eiiie Gerade g gemein liaben; ist 
dies der so existirt ein Ebenenbiischel mit der Axe g, 

DdicIi den beliebigen Punkt der nicbt ziigleich in den Ebenen 
P nnd Q liegen soll^ geht alsdann eine und zwar niir eine Ebene 
des Biiscliels hindnreb^ welclie P beissen roag. Wenn icli micli 
nun auf einen eigentlicben Pmikt F bescbranke , so kann ich die 
Ebene JR herstellen^ obne die Axe des Ebenenbuschels zu benutzen ; 
iigend zwei den Ebenen P und Q gemeinschaftliebe Punkte A und 
P genugen, um mit F zusammen die Ebene li zu bestimmen. 
Audi wenn die Existenz einer den Ebenen P und Q gemeinscbaft- 
licben Geraden nicbt feststebt, ist die fur die Ebene II angegebeiie 
Construction ausfubrbar. Aber es entstebt die Prage^ ob das Er- 
gebniss der Construction unter alien Umstanden von den benutzten 
gemeinscbafilicheii Punkten der Ebenen P und Q unabbangig ist^ 
d. h wenn ABC drei solche Punkte sind, ob die Ebenen ABF 
und AGF immer zusammenfallen , ob also die Punkte ABGF 
immer in einer Ebene liegen. Dass dies in der That zutniTt, lasst 
sich beweisen. 



Mit ABC werden drei beliebige, zu zwei Ebenen P und 
zugleich gehorige Punkte, mit F ein nicbt in jenen Ebenen entbal- 
tener eigentlicher Punkt bezeichnet; weder ABF nocb AGF noch 
BOF liegen also in emer Geraden. Icli nehme den eigentlicben 
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Punkt a in der Ebeiie Q beliebig, niclit ni P zugleicli (so dass 
weder ABa noch ACa iioeh BCa in geiader Linie liegen), so- 
dann den eigentlielien Punkt ^ in der Geiaden aC (von C ver- 
Rcliieden), mit a anf derselben Seite der Ebene P; die Geraden A (} 
und Ba smcl von einauder verscbieden und treffen sich in einem 
Punkte y. Obgleich nur a und eigentliclie Puiikte zu sein biauclien^ 
und gerade der Fall, wo unter den Pimkfcen ABC sich ein eigent- 
licher befindet, uns uicht interessirt, so tragen wir docli kein Be- 
denken, aucli die Punkte J.P Gy in den zur Erlauterung dieneiiden 
Figuren als eigentliclie anzunehmen, in Hinblick anf die der Pigur 
ziikomniende, nur nebensachliclie Bedeutung 

Die Punkte a und /5 liegen auf derselben Seite von P; auf 
der andern Seite nehme ich den eigentlielien Punkt K (niclit m Q) 
Dann wild die Ebene P von der Geraden Ka m einem eigent- 
lichen Punkte a zwischen K und von der Geraden Ji/S in einem 
eigentlielien Punkte h zwisclien K und von der Geraden Ky m 
einem Punkte r getioffeu Die Punkte Ahc befiiideii Rich zugleicli 
in der Ebene (namlicli lesp in den Geraden /3y, ivT/S, PTy), 

die Punkte Bca in der Ebene Kya^ die Punkte Cal> in der Ebene 
Kcc^, Da a und h eigentliclie Punkte siiid, so folgt liieraus, dass 
sowohl Ahc als Bca und Cah je in einer Geraden liegeii 

In der Ebene P wahle ich jetzt den eigentlielien Punkt L 
beliebig, jedoeli ausserbaU) dei Ebene Q und der Geraden hc^ ca^ 

ah, ferner in der Go- 
radeii aL den eigeiit- 
hchen Punkt a zwi- 
schen a und L, Dann 
sind in der EbeneajSTP 
die Punkte a und a\ 
folglich die('}erade aa' 
enthalteii, welche niclit 
zwischen a und K, 
wohl aber zwischen a 
und L, demnach. aucli 
zwischen K und L 
hmdurchgelit, d h. die 
Gerade KL wird von 
a a! in einem eigent- 
lichen Punkte M zwi- 
schen K und L ubei"- 
schntten. Den Punkt M kann ich in gloicher Weise, wie dies mit 
K gescliehen ist, veiwenden, indem ich die Dnrchsclinittspunkte 
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der Ebeue P mit cleu Geraden Ma, JX/3, My aufsuche Da nam- 
hcb. K nncl M auf derselben Seite der Ebene P liegen^ aber K 

und a aiif verseliiecle- 
denen Seiten, so finden 
sich weder M und a 
noch M und ^ auf der- 
selben Seite vor. Pole:- 
licli wird die Ebene P 
nicbt bloss von der Ge- 
raden Ma im eigent- 
liclien Punkte a\ son- 
deni auch von der Ge- 
raden in einem 

eigentlichen Punkte V 
getroffen , und zwar 
liegt a' in der Geraden 
aL zwisehen a und L, 
y in der Geraden IL 
(namlicli ILV in den Ebenen P und ^KM) zwisehen I und L (da 
in der Ebene hKL die Gerade zwisehen K und P, aber mcht 
zwisehen K und 1) hindurchgeht). Endlich wird die Ebene P von 
der Geraden My in emem Punkte y getrofPen, welcher zur Geraden 
cL gehort (namlich cLc zu den Ebenen P und yKM) Sowohl 
AV y als Bca und CdV liegen demnach in geraden LinieU; und 
die Strahlen hb\ cd laufen im Punkte L zusammen. Die in 
der Ebene P jetzt zu Stande gebrachte Figur enthalt die Punkte 
P, G als Durchschnittspunkte der Geraden ca^ ah mit resp. 
y c a\ dy und liefert nut Zuziehung der Punkte K und M die 
in der Ebene Q angenomineneii Punkte a, y als Durchsclinitts- 
punkte der Strahlen Ka, Kh, Kc mit resp. Md , Mh\ Me. 

Der eigentliche Punkt F wird ausserhalb der Ebene P voraus- 
gesetzt. In der Verlangerung der Strecke dF iiber F hmaus nehme 
ich den eigentlichen Punkt N (Pig. IB); dann ist in der Ebene d LN 
die Gerade aF gelegen und begegnet der Geraden LN m einem 
eigentlichen Punkte 0 zwisehen L und N] die Strahlen Oa und 
Fd schneiden sich im eigentlichen Punkte P In der Ebene 
befindet sich der Strahl Oh und tnfft den Strahl NV in einem 
eigentlichen Punkte G zwisehen V und N. Die in der Ebene d LN 
verlaufenden Strahlen Oc und Nc endlich liefern einen Durch- 
schnittspunkt H. Die Punkte F^ G, S lassen sich dutch die Ge- 
raden GHf HF , FG verbindeu. Da die Ebenen Ohc und NV d 
die Punkte AQH, also auch die Gerade GH gemein liaben, so 

Pasotc, Vorlesutigon, 4 


M 
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liegt A in der Geraden (xM; ebenso liegt JD in der Geraden HF^ 
C m der Geraden FG, imd die drei Geraden sind von einander 

versehieden Die durcli 
die Piinkte FGH be- 
stimrate Ebene um- 
fasst also die gegebe- 
nen Punkte AB G, nnd 
es smd dalier die Ebe- 
nejx ABF, AC F,BCF 
mit einander identischj 
was zu beweisen war 
Man kann dem Er- 
gebniss folgen^e Fas- 
suiig ertbeilen. Weiin 
drei Ebenen F, Q, II 
zwei Punkte A, B go- 
mem liaben, so istje- 
der gemeinschaftliclie 
Punkt von zweien aueh 
in der dritten Ebene 
entbalten. 1st namlich 
der Pimkt C den Ebe- 
nen P mid Q gemein, 
F cm eigen til clier 
Punkt der Ebene Jt 
(nicbt in P oder Q), so fallen die Ebenen ABF iind AGF zu- 
sammen, d. li G in die Ebene P. Deberliaupt: Wenn drei oder 
mehr Ebenen durch zwei Punkte gelegt sind, so gehea durch jeden 
Punkt, welcher zii zweien gebdrt^, aiicli die librigen Ebenen bin- 
dureli. 

In Erweiteriing der bislierigen Definition werdon 
wir jetzt, wenn drei Ebenen F, Q, Jt zwei Punkte gemein 
haben, immer sagen: die Ebene Ji liegt im Ebenen- 
buscliel FQ] gleicliviel ob iiber die Durchschneidung dieser Ebe- 
nen in emer Geraden etwas feststeht oder niclit. Haben die Ebenen 
P und Q eine Gerade gemem; so sagen wir: Ji liegt im eigeni- 
lichen Ebenenbiiscliel PQ Aber aucli wenn die Durcliscbnei" 
dung von P und Q in emer Geraden niclit feststeht, kann man 
durch jeden eigentlichen Punkt F eine und zwar nur eine Ebene 
liindurchfnhren, welche „im Btisclicl FQ liegt^^; Bind namlich A 
nnd B gemeinschaftliclie Punkte von P nnd Q, so fflllt die Ebene 
ABF mit li zusammen. Die Punkte A und Ji sind gemcinBcdiaft- 
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liche Punkte fiir zwei im Buschel JPQ beliebig angenommene Ebe- 
neri; und indem wir die BenennuBg ^^Ebeneia des Buschels 
auf P und Q selbst ausdeimeuj diirfen wir schliessen, dass chreh 
Bioei ieliebige Ehenen stets em Ehenenhiischel gelegt werden Jcann, 
und dass das Ehenenbiiscliel dmrli irgond mvei dim angelwnge Ehenen 
hestimmt ivird, 

Zur Bezeiclinuiig ernes Ebenenbiiscbels wird aueh em beson- 
derer Bucbstabe benutzt; beim eigentliclien Ebenenbxiscbel halten 
wir daran fest, dass jecle Bezeiclinimg des Buschels zugleich fui 
die Axe gilt. Irgend ein Ebenenbiischel werde mit g bezeiehiiet 
Em Punkt, der zu zwei Ebenen des Buschels g gehort, ist gemein- 
schaftlicher Punkt aller Ebenen dieses Biischels, wir nennen ihn 
emen Punkt des Ebenenbiischels g Jecle Ebene, welche durch 
zwei Punkte des Buschels g gelegt wird, ist eine Ebene des Buschels 
g und enthalt somit alle Punkte dieses Buschels. — Wenn g em 
eigentliches Ebenenbiischel bedeutet, d h. wenn g die Benennung 
einer Geraden ist, so erkennt man die Ausdriicke ,;Paukt der Ge- 
raden g^^ und „Punkt des eigentlichen Ebenenbiischels g^‘ als iden- 
tisch, ebenso die Ausdriicke „Ebene durch die Gerade g^^ und „Ebene 
des eigentlichen Ebenenbiischels g^^. 

Demnach kbnnten wir von jetzt an auf das Wort ,;Gerade^^ 
ganzlich verzichten und statt dessen bloss von Ebenenbusclieln (be- 
liebigen und eigentlichen) sprechen. Weit zweckmassiger ist es 
jedochj den Gebrauch des Wortes „Gerade^^ m clerselben Weise 
auszudehnen, wie es bei dem Worte ^EbenenbiischeP^ bereits ge- 
schehen ist. Wir werden also das Wort „Gerade^^ nicht melir in 
seiner bisherigen Bedeutung anwenden, sondern wir definiren 
die Ausdrucks weise ist ein Punkt der Geraden 
als gleichbedeutend mit ist ein Punkt des Ebenen* 
buschels g^^* Wenn zugleich festgesetzt wird, dass die Gerade g 
eine eigentliche Gerade genannt werden soil, so bald g em 
eigentliches Ebenenbiischel ist, so tritt fortan der Ausdruck „eigent- 
liche Gerade^^ an Stelle des Woites „Gerade^^ ohne Zusatz, welches 
eine andere Verwendung gefunden hat Dadurch sollen aber, von 
der schon beim Strahlenbtindel besprochenen Ausnahme abgeseheii, 
die bisherigen Definitionen und Bezeichnungen ihre Giiltigkeit nicht 
verlieren. Beispielsweise nennen wir beliebige Geraden (Strahlen) 
durch einen Punkt em Strahlenbiindel; wenn alle Punkte der Ge- 
raden g in der Ebene JR Hegen, so sagen wir: die Gerade g liegt 
in der Ebene R, u. s. w. 

Die im vorigen Paragraph en aufgestellten Satze smd jetzt der 
Erweilerung fahig; nur der dritte bleiiP^©p>©|J|ef%ri^^- 
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1 DurcK zwei Puukte kaiin man stets erne Gerade legen. 

Denn legt man die Ebenen P und Q durch die Punkte A und 

P, so smd und P Punkte des Ebenenbtiscbels PQ^ also ,, Punkte 
emer Geraden“, 

2 Jede Gerade ist durck zwei beliebige von ihreii Punkten 

bestimmt. , 

Sind namlich A und P Punkte der Geraden g, d i. Punkte 
des Ebenenbiischels so ist dieses Biiscbel durch die Punkte A 
und P bestimmt. 

3. Durch zwei beliebige und emeu eigentlichen Punkt kann 
man stets eine Ebene legen 

4 Jede Ebene ist durch diei beliebige von ihren Punkten, 
welche nicht in gerader Lime liegen, bestimmt. 

M a. W.: Wenn drei Punkte m zwei Ebenen hegen^ so liegen 
sie in einer Geraden. 

5 Eine Gerade, welche mit emer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, liegt ganz in ihr 

M a. W : Eine Ebene, welche zwei Punkte eines Biischels ent- 
halt, geht durch alle Punkte des Biischels. 

6. Durch eine eigenthche Gerade nnd einen beliebigen Punkt, 
sowie durch eine beliebige Gerade und einen eigentlichen Punkt 
kann man allemal eine Ebene legen. 

7. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade 
und emen Punkt ausserhalb der Geraden kennt. 

8 Durch eine beliebige und eine eigenthche Gerade, welche 
einen Punkt gemem haben, kann man immer erne Ebene legen. 

9 Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihren Geraden 
bestimmt. 

10. Jede Gerade, welche einen eigentlichen Punkt enthalt, ist 
erne eigenthche Gerade. 

11. Zwei Geraden m emer Ebene haben stets emen Punkt 
gemein. 

Beweis: In der Ebene P seien die Geraden e und f gelegen ; 
durch irgend emen eigentlichen Punkt M ausserhalb der Ebene P 
lege leh die Ebenen eM und fM, Da die Ebenen vM und fM 
sieh m einer eigentlichen Geraden schneiden, so haben dio Ebenen 
eM, fM und P einen Punkt JV" gemein. Der Punkt N liegt in der 
Geraden e (namlich in den Ebenen cM uiid P) und in der Geraden 
f (namlich in den Ebenen fM und P). 

12 Erne Gerade und eine Ebene baben stets einen Punkt 
gemein. 

Beweis: Ist die Gerade h mid die Ebene P gegolion (A nicht 
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iu P), unci wird irgend eine durcli h gelegte Ebene mit das 
Ebenenbiischel PQ mit g bezeichnet, so sind g niid 7^ Geradeu der 
Ebene Q und sclineiden sich demnacli. Der Punkt gli ist der 
Geiaden h und dei Ebene P gemem. 

13. Zwei Ebenen liaben stets eine Gerade gemein 

Beweis: Durcli die Ebenen P und Q kann man em Ebenen- 
buscbel PQ legen. Wird dieses mit g bezeichnet, so sind P und 
Q ,;Ebenen dureh die Gerade zu nennen. 

14. Drei Ebenen haben stets einen Punkt oder eine Geiade 
gemein 

Beweis: Von den Ebenen P, <2? ^ liefern irgend zwei eine 
Durchschnittslmie, etwa P und Q die Gerade g. Diese liegt ent- 
weder in der Ebene P oder hat mit ihr einen Punkt gemein Im 
letzteren Falle ist gB der Schnittpunkt der Ebenen P, Q, B — > 

Abgesehen vom zehnten Satze, haben wir kein Mittel, um zu 
entscheiden ; ob erne gewisse Construction zu einer eigentlichen 
Geraden fuhren muss oder nicht Ich wende dabei das Wort Con- 
struction in erweitertem Sinne an, — wie auch der Sinn des 
Wortes Pigur erne Erweiterung erfahrt, — indem ich namheh 
statt der eigentlichen Geraden jetzt auch beliebige Geraden zulasse 
Erne Gerade giebt man durch zwei von ihren Pimkten oder von 
ihren Ebenen an. Durch die Begegnung zweier Geraden in einer 
Ebene, oder emer Geraden und einer Ebene, oder clreier Ebenen 
werden neue Punkte, durch die Verbmdung zweier Punkte oder den 
Schuitt zweier Ebenen werden neue Geraden emgefuhrt; nur zur 
Herstellung von Ebenen konnen wir nicht beliebige Elemente ver- 
wenden, sondern mussen liber einen eigentlichen Punkt oder eine 
eigenthche Gerade verfiigen, Aber uberall, -wo kerne eigentlicbe 
Gerade gefoidert wird, kann man von der Geraden selbst absehen 
und mit zwei Punkten oder zwei Ebenen, welche ilir angehoren, 
operiren. Die Nothwendigkeit eines ' solchen Ersatzmittels kann 
durch die beschrankte Ausdehnung des Constructionsgebieies her- 
beigeftihrt werden. 

Kach den Erbrterungen, mit denen der vorige Paragraph ge- 
schlosseu wurde, bedarf es kaum noch der Brwahnimg, dass man 
uberall, wo die Betrachtung durch Piguren erlautert wird, in dieseu 
statt beliebiger Geraden eigentliche anwenden darf und nach Mbg- 
lichkext auch anwenden wird, weil die Piguren alsdann ihren Zweck 
nur um so besser erfiillen. Diesen wichtigen Vortbeil hatte man 
der Geometric nicht zuganglich machen konnen, wenn man die 
Anwendung der Worte „Punkt^^ und „Gerade^^ nicht in der Aus- 
dehnung durchgefilhrt hatte, welche sich als zulassig darbot und 
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zunaehst diireh eiue erhohte Gesclimeidigkeit der Spraclie be- 
wahrte 

Erne gewisse Gattung von Satzen ist anf eigentliehe Piinkte 
und eigentliche Geraden bescbrankt geblieben, well nur von drei 
eigentliclaen Punkten m einer Geraden gesagt werden kann, dass 
einer zwiseben den beiden andern liegt. Em Tkeil jener Satze 
enthalt aber nielit den der Ausdehnnng sieh entzielienden Begriff 
direct, sondern den abgeleiteten Begriff getrennter Paare. Dieser 
letztere erweist sich nun der Uebertragnng in demselben Umfange 
fahig, wie die Begriffe des Puiiktes, der Geraden und der Bbene 
selbst, und ick will ibn jetzt fur beliebige Punkte in einer belie- 
bigen Geraden bilden. Der Uebertragnng auf beliebige Punkte in 
einer eigentlichen Geraden stand schon im vorigen Paragraphen 
nichts ini Wege; sie wiirde jedoch erne Wiederholung derselben 
Betraehtungsweise an der gegenwartigen Stelle uns nicht erspart 
liaben 

In einer beliebigen Geraden I werden die Punkte AS CD an- 
genonimen. Verstekt man unter M und M' eigentlicbe Punkte 

ausserlialb der Geraden Z, unter 
U und U' die Ebenen ?il!f und 
IM\ unter efgh die eigentlichen 
.Strahlen MA, MB, MG, MB 
m der Ebene unter e'fglh die 
eigentlichen Strahlen M'A, M'B^ 
M'C, M'B m der Ebene TJ', so 
werden entweder fg durch eh 
Oder ge durch fh oder ef durch 
gh getrennt. Ich uehme an, dass 
ef durch gli getrennt werden, und fuhre den Nachweis, dass alsdann 
aucli ef' durch g'li getrennt werden. Dieser Nachweis ergiebt 
sich aus den am Bnde des § 4 gegebenen Satzen zunachst fur den 
Pall, wo die Ebenen U und U' von emander verschieden sind. 
Bezeieliiie leh dann die durch die eigentlicbe Gerade MM' gehen- 
den Ebenen ee, ff', gg\ lil% mit PQBS, so werden nach dem vor- 
letzten Satze des § 4 die Ebenen BQ durch US, mithm nach dem 
letzten auch die Strahlen ef durch gh! getrennt. Wenu die Ebe- 
nen U und U' in eine einzige zusammenfallen, so wird ausserlialb 
derselben ein eigenthcher Punkt M" angenommen und durch die 
Strahlen e"f'g"h" mit ABCD verbunden. Wir wissen jetzt, dass 
e"f' durch gif getrennt werden, und konnen daraus das behaup- 
tete Verhalten der Strahlen c'fgli' schliessen. Die Erscheinimg, 
dass die Strahlen MA, MB durch die Strahlen MO, MB getrennt 




§ 8 Ausgedehnteie Anwendung des Woites ,jEl)eiie‘ 


55 


werden, ist demnacli von der Wahl des eigentliohen Punktes M 
unabhkngig und hat erne Spaltung der m der Geraden I angenom- 
menen Piinkte ABCJD in zwei Paare AB und CD zur Folge. 

Diese Spaltung fallt mit einer schou betrachteten znsammen, 
sobald ABCJD eigentliehe Punkte smd. Alsdann ist namlich I 
erne eigentliehe Gerade; gehorten in ihr die Punkte G und D zur 
Stiecke AB, so Mgen die Schenkel JilG und AIJD zvrischen den 
Schenkein MA und JMLB, und es waren ef nicht duich gli getrennt 
Also liegen G und D nicht beide mnerhalb der Stiecke AS; eben- 
sowenig konuen beide ausserhalb dieser Strecke liegen; es wird 
sich vielmehi der erne Punkt inneihalb, der andeie ausserhalb der 
Strecke befiuden, d. h die Punkte AB werden durch CJD getrennt. 
Dadurch wird es nahe gelegt, in einer beliebigen Geraden 
und filr beliebige Punkte zu sagen, dass AB durch CD ge- 
trennt werden (oder dass C zwischeu A und B liegt bei aus- 
geschlossenem D, fur den Grenzpunkt Z)), sobald imter Zuziehung 
eines eigentlichen Punktes M ausserhalb jener Geraden die Strahlen 
MA, MB durch MC^ MJD getrennt sind. Indem wir diese Aus- 
diucksweise einfuhreuj dilrfen wir alle Satze, welche von getrennten 
Punktepaaren in einer Geraden handelii und von nichts Anderem^ 
auf beliebige Punkte in emer beliebigen Geraden m vollem Um- 
fange ubertragen 

L%egen (he BimMe ABGJE in e%mr Goaden, so werden enh 
wedey BG durch AB gehenntj oder CA durch BE, oder AB durch 
G Ej tmd mar sehhesst jede diese> Lagen dw leiden andern aus 

Liegen die Punlde ABE ^n emey Geraden j so liann man %n 
ih den Punht G so toahlen, dass AB dwch CE getrennt werden, 

Sind in emer Geraden die Punhte AB (lurch ernes der Paare 
CE und JDE getrennt, duych das under e aher mcht, so sind AB 
durch CD gehennt In den andern Fallen weyden AB durch CD 
mcht getrenuL 

Werden in emer Geraden die Pufihte AB durch CE getrennt, 
so werden auoh CE durch AB (jetrmnt. 


% 8. Aiisgcdelmtere Anwendung des Wortes „El)ene^^ 

Durch die Satze 3 6* 8. des vorigen Paragraphen wird die 
Frage veraulasst, ob man durch drei Punkte, durch eine Gerade 
und einen Punkt, durch zwei einander schneidende Geraden eine 
JBbeue legen kann, olme ilber einen eigentlichen Punkt oder eine 
eigentliehe Gerade zu verfiigen. Es seien ABC beliebige Punkte, 
nicht in gerader Lime. Wenn durch ABC eine Bbene hindurch- 



56 


^ S AubgL'clclinteie Anwendung des Wortes „Ebe 2 io“. 



Fig 1& 


gelit, so Sind AJB , AC\ BC Geraden dieser Ebene, welehe aucli 
clin*cli die Gerade AB imd den Punkt C oder durcb die Geraden 

AB imd AG bestimmt wird^ nelime 
ich in der Geraden AB den Punkt D 
(von A und B verschieden) und m der 
Geraden A G den Punkt E (von A und 
C versckieden^ also I) von E verscbie- 
den), so ist unter derselben Voraus- 
setzung auch BE eine Gerade jener 
Ebene und muss der Geraden BC m 
einem Punkte begegnen leh. werde jetzt nackweisen, dass dieses 
Verhalten der Geraden BC und BE von der Esistenz einer durch 
ABC gehenden Ebene unabkangig ist, d. h. dass die Geraden BC 
und BE sick unter alien Umstanden schneiden. 

Zum Beweise^) nekme ich erne eigentliche Gerade zu Hiilfe, 
welcke kemer der vier Geraden AB^ AC, BG, BE begegnet, und 

in ikr die eigentliclien Punkte KLM 
derart, dass ABC weder mit K noch 
mit M durch Ebenen verbuiideu werden 
konnen. In der Geraden MA wahle icli 
den eigentlicken Punkt a (von M und 
A versekieden) und bezeiekne den Durcli- 
scbnittspunkt der Geraden EA und La 
in der Ebene AKM mit a. Endlich 
lege ick durch a eine Ebene P, welcke 
keinen der bisker erwahnteii Punkte aussor a enthalt. Die Ebene 
P wire! vom Strakl KA m a getroffen, sie mag von den Strahleu 
KB, KC, KB^ KE m den Tunkten I, c, d, e ilbersckritten wer- 
den. Diese Punkte sind unter einander und von den vongen ver- 

schieden5 abc liegen nickt m gerader 
Lime 5 dagegen liegen abd in emer Ge- 
raden (in den Ebenen P und ABK), 
ebenso ace (ui den Ebenen P miH. AO K) 
Sind a'Vdde die Durckschnittspunkte 
der Ebene P mit den Straklen MA, MB, 
MC, MB, ME^ so sind auck die Punkte 
a'Vdd'e unter einander and von den 
Punkten ABGBEKLMa verschieden 5 
a'Vd' und a'c' d liegen je m einer Ge- 
raden; aber nickt dVd. Da diese Pigu- 
ren in einer Ebene entkalten sind, so 



Fig. 19 



*) Zuerst in oiner Vorlosung Docomber 1873 gegeben. 
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begegneii sicli die Greraden bo imd 
de in einem Punkte die Geracleu 
¥c und d' e in einem Punkte f\ 
Wenn iinsere Beliauptung riclitig 
ist, wonacb BG und I)E einen 
Punkt gemein baben^ so mussen in 
ihm die Strahlen Kf und Mf sicb 
begegnen, wie Ka und Md m 
Kb und MV in Kc und Me in 
C, Kd und Md' in D, Ke und Me 
in E. Wir wollen also untersucL-eiij 
ob KfxmA Mf in einer Ebene lie- 
gen; dazu ist es aber nothig, die 
Constructionen fortzusetzen 

Die Strahlen La und Md haben 
den eigentlichen Punkt a gemem. 
Auch die Strahlen Lb und MV 
erzeiigeu; da sie in der Ebene JBKM 
verlaufen, einen Durchschnittspuiikt 
und ebenso die Strahlen Lg 
und Mg', Ld und Md', Le und 
Me' Durchschnittspunkte y, d, tj. 
Es ist leicht zu ersehen, dass die 
Punkte cc, /3, d und a, y, iq je m 
einer Geraden liegen ; denn die 
Ebenen ablj und dVM smd von 
einander verschieden und haben die 
Punkte a^S gemein , die Ebenen 
acL und dcM sind ebenfalls von 
emander verschieden und haben die 
Punkte ayrj gemein. Aber die 
Punkte a^y liegen nicht m gerader 
Lime, weil die Strahlen MA, MB, 
MG nicht in einer Ebene liegen, 
und bestimmen demnach eine EbenI 
Q, welche die Gerade afi mit dem 
Punkte d und die Gerade ay mit 
dem Punkte iq enthalt. Wenn nun 
die Strahlen Kf und Mf in emer 
Ebene liegen , so muss dieselbe 
Ebene auch die Strahlen Lf und 
Mf nut einander verbinden; der 
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gemeiDscliaftliclie Piiiikt dieser beicleii Strahlen kann aber jetzt in 
del That angegeben werden. 

In der Ebene Q befinden sick namlicb die Geraden iind 
$}]] me haben daher einen Punkt ^ gemem {LM(p liegen nicbt m 
geiader Linie). Die Punkte Lfcp liegen in einer Geraden (in den 
Ebenen IcL nnd cJeL), ebenso die Punkte Mftp (in den Ebenen 
I'cM und cVeM)] folglicli begegnen sicb die Geraden Lf und 
Mf III (p, und in der Ebene L3£q) werden die Geraden Kf 
und Mf sich in einem Punkte F begegnen. Die Punkte BCF 
liegen in emer Geiaden (m den Ebenen 1}gK und V c M) ^ ebenso 
(he Punkte DEF (in den Ebenen deK und d'e M)] folglich haben 
die Geraden BG und BE den Punkt J?" gemem, und damit ist der 
in Aussicht gestellte Beweis geliefert. 

Die Punkte BCBE waien der Bediiigung unterworfen, dass 
keine drei m einei Geraden liegen, dass aber die Geraden BD und 

OE sich in einem Punkte A begegnen. 
Da nun diese Bedingung die Durchschnei- 
clung del Geraden BG und BE nach 
sich zielit, so hat sie in gleicher Weise 
auch die Durchschneidung der Geraden 
GB und BE zur Folge. Von der For- 
derung, dass von den Punkten BCBE 
keine drei in gerader Lime liegen sollen, kann man aber absehen 
und dahei folgenden Satz aussprechen: S'lnd die Pitnlde ABCB 
so gewahlt, dass die Geraden BG und AB eiU'- 
under befferi) so schneiden sieJi mch die Geraden 
GA und BB^ eheuso die Geraden AB und OB. 

Solche Punkte haben an der gegenwartigen 
Stelle ein wesentliches Interesse nur dann, wenn 
keine diei in einer Geraden liegen, wenn also 
der Schnittpunkt E der Geraden BO und AB 
in keinen jener vier Punkte fallt Wenn durch 
die Punkte ABC erne Ebene Inndurchgeht, so 
ist E ein Punkt, eine Gerade dieser Ebene, folglich B in der 
*Bbene ABG gelegen. Aber auch wenn eine durch ABC gehende 
Ebene sich nicht ermitteln lasst, werden wir sagen, dass der Punkt 
B in der Ebene ABG liegt, mdem wir das Wort „Bbene^^ nicht 
auf seine bisherige Bedeutung beschranken. Wir driickeu von 
jetzt an mit den Worten „D liegt in der Ebene ABG^^^ 
wobei zunachst von den Punkten ABCB keine drei in gerader 
Linie vorausgesetzt werden, nichts weiter als die Eigen- 
sehaft aus, dass die Geraden BG und AB , miihin auch 
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OA iind JBDj AJj uud OD sicli selineicleij, wShrencl wir die 
Benennung ^^eigentliche Ebene^^ liberall anwendeu werden, wo 
nacb dem bisher festgelialtenen Spracbgebrauche ron einer Ebene 
obne Zusatz die Rede sein wxirde. Die Punkte ABC konnen da- 
bei beliebig umgestellt werden, und es liegt zugleich A in der 
Ebene BCD n. s w. 

Der Punkt E liegt m der Geraden BG, obne mit B oder G 
ziisammenzufallen; A liegt ansserlialb BC. leb erhalte einen „iu 
der Ebene ABC gelegenen^^ Punkt D, mdem ich in der Geraden 
AE einen Punkt beliebig annebnae, nur A oder E selbst darf ich 
nicht wahlen, so lange alle in der obigen Definition enthaltenen 
Bestimmungen aufrecht erhalten werden Es ist zweckmassig, diese 
Ausnahmestellung der Punkte A und E in der Geraden AE zu 
beseitigen und auch die Punkte der Geraden BG^ CA und AB 
(also msbesondere die Punkte A, B^ G selbst) ,, Punkte der Ebene 
ABC^^ zu nennen, jedoch obne an der Bestimmung, dass ABC 
mcbt m gerader Lxnie liegen sollen, etwas zu andern. 

Sind ABC beliebige Punkte, aber nicbt m einer Geraden, so 
kaim man von einer Ebene ABC reden, d. h. man kann einen 
Punkt D so annebmen, dass er „in der Ebene ABC liegp^, und 
zwar kann man dazu nicbt bloss einen Punkt 
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in der Geraden BC oder CA oder AB, son- 
dern stets aucb einen Punkt ausserbalb dieser drei 
Geraden wablen In der Geraden AB nenne 
ich F einen Punkt, dessen Yerbindungslmie 
mit G durch D bmdurcbgebt; die Geraden AB 
und CF smd von emander verscbieden, und 
jeder Punkt der Geraden OjF liegt in der Ebene 
ABC- Daran andert sicb aber nichts, wenn 
ich A und B durch zwei beliebige Punkte der 


Geraden AB ersetze. Ist also A! irgend ein von B verschiedener 


Punkt der Geraden AB, so liegt D auch m der Ebene ABC- 


Diese Bemerkung lasst sicb aber verall- 


A 
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gemeinern, mdem man nur zu fordern braucbt, 
dass A in der Ebene ABC und ausserbalb 
der Geraden BC liegt. Die Geraden BC 
und A A schneiden sicb m einem Punkte Gr, 
welcber in JR oder C fallen kann*, er sei von 
B verscbieden. Jeder Punkt der Ebene AB C 
liegt dann m der Ebene ABO, folglicb in 
der Ebene J.' JR 6r, mitbm aucb in der Ebene 
ABO- Da hiernach A selbst zur Ebene 
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A!BC gelioit, so liegt jeder Punkt der Ebene A'JBG auch in der 
Ebene AJBG. Die Ebenen AJBG und A'BG sind identisch. 

Jetzt seien A! B' C' behebige Punkte der Ebene ABG^ aber 
nicbt in einer Geraden. Dann ergiebt sicli^ wie beim Beweise des 
Lebisatzes 3. in § 2, die Identitat der Ebenen ABG und A!B'G' 
Die JEbene ABG tst also dioch die Fordemng^ dass sie d%e dret 
nicM in gerader Lime gelegencn JPuuMc A B'G' entlialten soUj voUig 
hestmmt 

Alle auf die Ebenen bezuglichen^ Deiinitionen und Bezeicb- 
nungen werden beibeJialteu, abgesehen von den Ausnabmen, welche 
bereits bei den Begriffen ,,PunkP" und ,,Gerade^^ erwabnt weiden 
inussten. Wir komien daher die Erweiterungen , welcbe jetzt in 
den Satzen 1 — 14. des vorigen Paragrapken emtreten (unter Wie- 
deilioluug der Satze, deren Inhalt keine Aenderung erfahrt)^ folgen- 
dermassen aussprechen. 

1. Durch zwei Punkte kann man stets eine Gerade legen. 

2. Jede Gerade ist duich zwei behebige von ihien Punkten 
bestimmt. 

3 Jede Gerade ; welche einen eigentlichen Punkt enthalt, ist 
eine eigentliche Gerade. 

4. Durch drei Punkte kann man stets eine Ebene legen 

5. Jede Ebene ist durch drei beliebige von ihren Punkten, 
welcbe nicht in gerader Lime liegen, bestimmt. 

6. Jede Ebene, welche einen eigentlichen Punkt enthalt, ist 
eine eigentliche Ebene. 

7. Bine Gerade, welcbe mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
bat; liegt ganz in ilir. 

Denn smd A, B, G Punkte einer Ebene P, mcht in gerader 
Lime, also die Ebene ABG mit P identisch, so mussen alle Punkte 
der Geraden AB „ Punkte der Ebene ABG‘^ genannt werden. 

8 Durch eine Gerade und einen Punkt kann man stets erne 
Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade 
und einen Punkt ausseihalb der Geraden kennt. 

10. Durch zwei Geraden, welcbe einen Punkt gemein baben, 
kann man immer erne Ebene legen. 

11. Jede Ebene ist durch irgend zwei von ihren “ Geraden be- 
stimmt 

12. Zwei Geraden m einer Ebene haben stets einen Punkt 
gemem. 

Beweis: In der Ebene P mbgen die Geraden c und f liegen. 
Nimmt man zwei Punkte A und B in der Geraden e beliobig, zwei 
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Pankte C uud D in der Geraden f derart^ dass G mcht in e kegt, 
also A, B, G niclit in gerader Linie, dann ist die Ebene ABC 
mit P identiseb, und I) liegt in der Ebene ABG. Folglieb haben 
die Geraden AB und Cl) einen Punkt gemein. — 

Was nun die Durchscbneidung einer Geraden mit einer Ebene 
Oder die Durelischneidung zweier Ebenen anbelangt, so wissen wir 
zunachst nur^ dass eine Gerade und eine eigentliche Ebene stets 
einen gemeinscbaftlicben Punkt, zwei eigentliche Ebenen stets erne 
gemeinschaftliche Gerade besitzen. Daraus kann ich ^ber jetzt 
folgern, dass auch eine eigentliche Ebene nnd eine beliebige Ebene 
allemal eine Gerade gemein haben. Nehme ich in der That den 
Punkt A in der beliebigen Ebene P, ausserhalb der eigentlichen 
Ebene Q, und ziehe in P durch A zwei Geraden, so treffen diese 
die eigentliche Ebene Q in zwei Punkten B und C, und die Ebenen 
P, Q haben die Gerade BC gemein. 

13. Erne Gerade und erne Ebene haben stets einen Punkt 
gemein 

Beweis; Die Gerade h sei nieht ganz in der Ebene P gelegen 
Nimmt man den eigentlichen Punkt A ausserhalb von so ist 
h eine Gerade der eigentlichen Ebene hA. Die Ebenen P und liA 
haben eine Gerade Ti gemein, % und A schneiden sich in einem 
Punktej dieser Punkt ist in h und P enthalten 

14 Zwei Ebenen haben stets eine Gerade gemein. 

Beweis: In der Ebene P nehme ich den Punkt A ausseihalb 
der Ebene Q und ziehe durch 'ihn zwei Geraden in P. Von diesen 
wird Q in zwei Punkten B und C getroffen, und die Gerade BC 
liegt zugleich in P und Q. 

15 Drei Ebenen haben stets einen Punkt oder erne Gerade 
gemein — 

So lange erne Ebene nicht als eigentliche erkannt ist, bleibt 
man darauf angewiesen, sie durch drei Punkte oder durch eine 
Gerade und einen Punkt oder durch zwei Geraden darzustellen 
Dennoch branch en wir uns nicht hindern zu lassen, wenn eine 
beliebige Ebene vorkommt und die Betrachtung durch eine Figur 
erlautert wird, jcne Ebene m der Pigur als eigentliche Ebene zu 
behandeln, wie dies bezuglich der Punkte und Geraden geschah, 
Ist also von vier Strahlen efgli die Rede, welche in einer beliebigen 
Ebene U verlaufen und sich in einem Punkte M begegnen sollen, 
so trage ich kein Bedenken, ein solches Strahlenbuschel in einer 
eigentlichen Ebene und mit einem eigentlichen Scheitel zu ent- 
werfen jxnd mich darauf zu beziehen. Wird in der Ebene U eine 
beliebige Gerade I (nicht durch M) angeuomraeii, so gebo ich sie 
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in der Figur iiubedenklicb als eigentliclie Gerade imd die Punkte 
ABGD, m deneu cfgli von 1 getroffen warden, als eigeufcliehe Punkte 

wieder. Die Punkte ABGD 
zerfallen derart in zwei Paare^ 
dass die des einen Paares durcli 
die des andern getrennt wer- 
den; es seien etwa AB durcli 
CD getrennt. Nenne icb V 
eine andere Gerade derEbene U 
(uicbt durcb M) und A' B' C' D' 
ihre Durchschnittspuukte mit 
efglij so gebt aus folgenden 
Ueberlegungen bervor^ dass 
aucb A B' durcb O' D' getrennt 
werden. Man wable ausserhalb 
der Ebene U irgend einen eigentlicben Punkt N ^ von dem aus 
nacb M die eigentlicbe Gerade G gezogen wird, und verbinde G 
mit den Geraden efgli durcb die eigentlicben Ebenen PQBS. Da 
diese Ebenen von der eigentlicben Ebene IN m den Strablen NA, 
NBp NCf ND eines Biisebels mit dem eigentlicben Scbeitel N 
getroffen, da ferner zufolge der im vorigen Paragrapben gegebeneii 
Definition die Strablen NA und NB durcli die Strablen NG und 
ND getrennt werden, so ergiebt sich aus dem vorletzten Satze des 
§ 4 3 dass die Ebenen PQ durcb B8 getrennt sind. Da endlich 
die Ebenen PQBS von der eigentlicben Ebene I'N in den Strablen 
NA\ NB', NC', ND' ernes Buschels mit dem eigentlicben Scbeitel 
N getroffen werden, so sxnd nacb dem letzten Satze des § 4 die 
Strablen NA' und NB' durcb NC' und ND', folglicb nacb der 
eben angezogenen Definition aucb die Punkte A'B' durcb C'D' 
getrennt. 

Wie icb also in der Ebene tJ die Gerade I (nicbt durcb M) 
annebmen mag, immer tritt dieselbe Paarung der Strablen efgh 
dadurcb ein, dass die Punkte el und fl durcb gl und hi getrennt 
werden. Sobald M em eigentlicber Punkt, mithin U eine eigent- 
helie Ebene und efgh eigentlicbe Geraden sind, ergiebt sich die 
jener Paarung angeinessene Benennung, wenn man auf die Punkte 
ABGD die mebrerwabnte Definition anwendet', dann zeigen sich 
iiamhch ef als durcb gh getrennt In TJeberemstimmung mit der 
fiir den besondern Pall bereits m Gebraucb befindbchen Ausdrucks- 
weise werden wir in jedem Palle sagen, dass ef durcb gh ge- 
trennt werden (oder dass g zwiscben e und/' liegt fiir den Grenz- 
strabl h), sobald outer Zuziehung einer bobebigen Geraden I in der 
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Ebene des Biischels (niclit durcli dessen Seheitel) die Punkte el 
iind fl durcli gl und hi getrennt sind. Alle %% § 3 fur getrennte 
SijaJilenpaafe tn einem Sb ahlenhuschel aiifgestellten Sabe gelten in 
t ollem Umfange tveiter. 

Es eriibrigi nocli , dieseibe Begnffserweiterung am Ebeiien- 
biiscliel Yorzuiiebmen. Durcli eine beliebige Gerade G seien jetzt 
die beliebigen Ebeneu PQFbS gelegt. Werden von eirier Ebene 
U (die G nicbt entbalt) die Axe G dieses Ebenenbuscbels im Punkte 
Mj die Ebenen PQR8 in den Geraden efgh gesehnitten, so bildeu 
efgli ein Stralilenbuschel; es seien etwa e/durch geirennt. Von 
einer andern Ebene U' (die G nicbt enthalt) mogen G im Punkte 

nnd PQES in den Geraden e'fgh' geschnitten werden; dann 
behaupte ich^ dass aucb ef dureb gli getrennt sind, Es seien 
namlich zuerst die Punkte M nnj 31' von emander verscliieden. 
Dann wird G von der Durehschnittslinie I der Ebenen U und TJ' 
iiieM getroffen, und die Durchsclinittspunkte A BCD der Geraden 
I mit den Ebenen PQJRS smd von emander yerschieden Im 
Punkte A begegnen sieli nun die Ebenen TJ' und P, folglicli 
aucli die Strahlen e und e% ebenso in B die Stralilen f und f\ in 
G die Stralilen g und g', in D die Strablen h und K. Aus der in 
Betreff der Stralilen efgh gemacMen Voraussetzung folgt daber 
mit Rucksicbt auf die soeben am Strahlenbuscbel gegebenen Defi- 
nitionen, dass die Punkte AB durcb CD, und daraus weiter^ dass 
die Strahlen e'f durcli g'h' getrennt werden. Wenn aber die Punkte 
M und M' znsainnienf alien ^ so nimmt man eine Ebene U" zu 
tlhlfe, weicbe die Axe G in einem von M verschiedenen Puukte 
M" und die Ebenen PQBS m den Strablen e"f"g"h" scbneiclet. 
Dann scbliessen wir zuerst^ dass e'f" durcb g"h", und daraus wie- 
der, dass c f durcb gli getrennt werden. 

1st G eine eigentlicbe Gerade^ smd also PQBS eigentbche 
Ebenen, so verlege man M uach einem eigenthcben Punkte von G, 
so dass U eine eigentlicbe Ebene und efgh eigentlicbe Strahlen 
werden; man findet daiin^ dass die Ebenen PQ durcb R8 getrennt 
smd (vorletzter Satz in §4). Wir wollen jedocli in alien Fallen 
sagen, dass PQ durcb B8 getrennt werden (oder B zwischen P 
und Q fur die Gienzebeiie 8), sobald unter Zuziebung emer belie- 
bigen Ebene U (mcht durcb die Axe des Ebenenbiiscbels) die 
Strahlen PU und QTJ duxch'PCT und 8TJ getrennt werden, Amh 
fjet 0 t gelien alle SdUc weiter, welche tn § 4 fur getrennte Mhmen- 
paare %n einem Buschel ausgesprochen warden s%nd. 

Dio am Ebenenbiiscliel gegebene Definition lasst sich nocli 
durch eine andere ersetzen Man verstehe unter I eine beliebige 
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Gerade, welclie die Axe niclit trifft, iinter ABCB die Sclinittpunkte 
Yon I mii den vier Ebeneii und anter 31 irgend emen Punkt der 
Axe Sind nun die Punkte AB duich GB getiennt; so sind aucli 
die StraUen 3IA und 3IB durcli 3IC und 3IB getrennt, und 
umgekelirt. Es werden also die Ebeneu B Q durcli B S getreniit 
Oder nicht, je nachdem unter Zuziehung einer die Axe niclit sclmei- 
denden Geraden I die Punkte Bl und Ql durcli Rl und SI getrennt 
werden oder nicM 

Ueberhaupt seien ABCB Tier beliebige Punkte einer Geraden-, 
mit emem beliebigen Punkte ausserhalb dieser Geraden werden 
ABCB durcb die Stralilen efgJi verbunden; durcli diese Yier StraMen, 
mithm zugleicb durcb jene vier Punkte^, werden encllich die Ebenen 
BQR8 eines Buscbels gelegt. Wenn alsdann in emer der drei 
Figuren ABCB, efgli, BQBS beiden ersten Elemente (Punkte, 
Strablen, Ebenen) durcli die beiden letzten getrennt werden, so 
findet in den beiden andern Figuren dasselbe statt. 

§ 9. Ausgedebiitere Aiiwendung des Wortes „zwisclieii“. 

Die bisberigeu Ergebmsse sind oline Ausuahme aus den in 
§ 1 und § 2 aufgestellten Qrundsatzen bergeleitet worden; dabei 
warden aber Yon § 3 an nicbt mehr die Grundsatze selb^t, sondern 
die aus ibnen gewonneneu Lebrsatze, also ixn Grunde die Satze 4. — 9. 
und 12 des § 1 und die Satze 2. 3 4. 9. 10. des § 2 benutzt. Diese 
Lehrsatze bezogen sicb auf eigentlicbe Punkte, eigentlicbe Geraden, 
eigentlicbe Ebenen Nacb der Erweiterung, welche die Bedeutuug 
der Worte ,,PunkP^, „Gerade^^ und ,,Ebene^^ erfahren bat, ist ein 
Tbeil jener Satze giiltig geblieben und konnte daher in die in § 8 
aufgestellte Uebersiebt wieder aufgenommen werden; es traten sogar 
einige neue Satze binzu, und eben in diesem Zuwacbs ist der W ertb 
der durcbgefubrten Begnffserweiterungen zu erblicken Zwei Ge- 
laden in einer Ebene baben jetzt immer einen Punkt gemein, ebenso 
eiiie Gerade und erne Ebene; zwei Ebenen baben mimer eine Ge- 
rade, drei Ebenen einen Punkt gemem. Dadurch werden die Unter- 
scbeidungen erspart, welcbe bei der Beschrankung auf eigentlicbe 
Elemente notbwendig waren 

Die Satze 4 5 m § 1 mid 2, 3. 4 9. in § 2 liessen sicb auf 
beliebige Elemente iibertragen, nicbt aber die Satze 6. 7. 8. 9. 12. 
in § 1 und der Satz 10 in § 2. Indess ist der Begriff der getrenn- 
ten Punktepaare in einer Geraden auch filr beliebige Punkte in 
einer beliebigen Geraden ^iiigcfuhrt worden und hat wieder zu den 
Satzen gefulirt, welche in § 1 fur solche Paare aufgestellt worden 
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waren (§ 7 estr ), Dieser Begriff gestattet, so lange man sich niir 
in einer Greraden bewegt^ vollkommene Analogie zu den Beziebnn- 
gen, -welche fur eigen tliche Punkte in den Satzen 6 7. 8. 9. 12. 
des § 1 aiisgesprochen sind. Um die Analogie dentlicli hervor- 
treten zu lassen, sagen wir: „Der Punkt C liegt zwisclieii den 
Punkten A und JB bei ausgescblossenem Punkte D (fiir den Grenz- 
punkt I>y\ wenn ABCJD Punkte einer Geraden und AB durcli 
CD getrennt sind. Es mogen vier Punkte ABC I) in soldier Lage 
angenommen werden. Wenn sie sammtlieh eigenthche Punkte sind^ 
so liegt von den Punkten C, D der eine zwiscben A und B^ der 
andere aber meht. Wenn ABC eigen tliche Punkte sind und G 
zwisehen A und B liegt ^ so ist I) kein Punkt der Strecke AB. 
Wenn A und B eigenthche Punkte sind, D kein Punkt der Strecke 
AB^ so ist G ein eigentlieher Punkt und liegt zwisehen A und J?; 
denn wenn man die Punkte ABCD mit einem eigentlichen Punkte 
M ansserhalb der Geraden AB verbindet, so werden die Strahlen 
MA, MB durch MG, MB getrennt, und es liegen die Schenkel 
MA und MB auf derselben Seite der Geraden MB, folglicli ein 
Schenkel des Strahles MC zwisehen den Schenkeln MA und MB, 
A, h. MG trifft AB zwisehen A und B. 

Werden also m%t A, B, G, B Pimlcte einer Geraden und i:ioar 
nnt Ay B eigeniliclie Punkte he.^eichnet , so werd'bn AB durch GB 
getrennt, wenn von den Punkten G und B der erne em eigenthche'^ 
Punkt sw%schen A nnd B ist, der andere aber nicht, und uin- 
gekehrt. 

Nur der Satz 10. m § 2 ist in keiner Weise auf heliebige 
Elemente ubertragen worden. Es seien ABC eigenthche Punkte, 



Da aber in der Ebene ABC Gerade ef, welche BG, CA, AB 
resp. in a% V, e' schneidet, so angenommen werden kann, dass 
weder a' in der Strecke BC noch b' in der Strecke OA noch d in 
der Strecke AB liegt, so konnen wir unter Zuziehung einer solchen 

Torlesungen 5 
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Geraden den Satz daliin formulireH; dass die Punkte AB durch cc' 
getrennt werdeii; wenn BC durch ad und CA nicht durch W 
getrennt werden. 

In der letzten Passung gilt nun der Satz ilber die urspriing- 
lichen Grenzen hmaus und erlangt dadurch, sofern man in einer 
Ebene bleibt, die Bedeutung eines Analogon zu § 2 Satz 10. Es 
wird dies klar hervortreten, wenn wir folgende Ausdrucksweise 
einfiihren. Sind a^yd Punkte einer Geraden, durch yd ge- 
trenntj d eiiie andere Gerade durch d, so wollen wir sagen; Der 
Punkt y liegt zwischen a und /J bei ausgeschlossener 
Geraden d oder fiir den Grenzstrahl d, 

1st namlich in einer Ebene die ,,auszuschliessende Gerade^^ 
gegeben, so wird durch sie m jeder andern Geraden der Ebene der 
„auszuschliessende Punkt^^ bestimmt. Die S'atze b — f in § 1 
gelten jetzt fur beliebige Punkte in einer beliebigen 
Geraden der Ebene (ausser d) auch dann, wenn der Punkt 
E durch die Gerade d ersetzt wird, und es tritt, wie beieits 
angedeutet; der Satz hinzu: 

1. Sind die Punkte ABC und der Strahl d m einer Ebene 
enthalten, welche durch die drei Punkte bestimmt wird, und 
werden die Verbindungslmien BO CA AB von einem andern 

■ Strahl resp in g^bc so getroffen, dass fiir den Grenzstrahl d der 
Punkt a zwischen B und 0 hegt, aber b nicht zwischen C und 
A, so liegt c zwischen A und B fiir den Grenzstrahl d. 

Mit diesem Satze steht ein auf das Strahlenbiindel bezuglicher 
in genauem Zusammenhange, namlich: 

2. Liegen die Strahlen EEC in einem Biindel, aber nicht 
in einer Ebene, ist H eine Ebene durch den Scheitel des Biin- 
dels, und werden die Ebenen EG GE EF von einer andern, 
ebenfalls durch den Scheitel gelegten Ebene resp. in den Strahlen 
efg so getrojBfen, dass fur die Grenzebene E der Strahl e zwi- 
schen F und G liegt, aber f nicht zwischen G und E, so liegt 
g zwischen E und F fiir die Grenzebene if, 

Hier ist wieder eine neue Ausdrucksweise angewendet worden; 
wenn namlich in emer Ebene a^yd Strahlen eines Biischels sind, 
durch yd getrennt, M eine zweite Ebene durch d, so sage ich: 
der Strahl y liegt zwischen a und fiir die Grenzebene 
if. Die beiden Satze werden im Ziisammenliangc bewiesen Wenn 
die Geraden BC CA AB von d in den Punkten dV d und die 
Ebenen FO GE EF von II in den Storahlen df'g' geschnitton wer- 
den, so wird das erne Mai vorausgesetzt, dass BO durch ad ge- 
trennt werden, CA nicht durch bV, und claim sollon AB durch 
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cc getrennt werden; das andere Mai wird vorausgesetzt, dass FG 
durch ee getrennt werden, GE nicht durcli ff^ und dann sollen 
EF durcli gg getrennt werden. 

Der eiste Satz ist bereits bewiesen fiir den Fall, wo AEG 
eigentliebe Punkte sind und die Gerade d weder zwiscben E nnd 
G noch zwiscben G und A nocb zwiscben A und E bindurcbgeht. 
Um den zweiten Satz zunacbst fur Biindel mit eigentlicbem Scbeitei 

zu beweisen, nebme 
icb in den Strablen 
EFG (also nicbt in 
gerader Lime) die 
eigentiicben Punkte 
AEG auf derselben 
Seite der Bbene M. 
Dann liegen die Punkte 
E und 0 auf dersel- 
ben Seite des Strables 
e\ die Punkte G und 
A auf derselben Seite des Strables f, die Punkte A und E auf 
derselben Seite des Strables g' Werden nun die Geraden EG GA AB 
von efg in ahc und von ef'g' in dVd getroffen^ so liegen die 
Punkte ahc in gerader Linie, ebenso die Punkte a'V aber d 
nicbt in der Strecke EC, V nicbt m der Strecke CA, c mcbt in 
der Strecke AE Der Voraussetzung zufolge werden FG durcb 
ee' getrennt, aber GE nicbt durcb ff', folglicb aucb EG durcb 
a a', aber GA nicbt durcb 1)1), Daraus scbliesst man endlicb, dass 
AE durcb cc' getrennt werden, mitbin aucb EF durcb gg', 

Der erste Satz kann jetzt allgemem bewiesen werden. Zielit 
man namlicb von einem eigentiicben Punkte ausserbalb der Ebene 
ABGnvLoh den Punkten AEG ahcdb'c' die Strablen EFG efg e'f'g', 
so liegen EFG nicbt in einem Biiscbel; dagegen liegen efg in 
einer Ebene, desgleicben efg', FGee, GHff^ EFgg, d. b. die 
Ebenen FG, GH, EF werden von einer durcb den Scbeitei des 
Bundels EF gelegten Ebene ui den Strablen efg, von einer andern 
Ebene durcb denselben Punkt m efg gescbnitten. Da jSC durcb 
ad getrennt werden, aber GA nicbt durcb hi', so werden FG 
durcb ee getrennt, aber GE nicbt durcb ff. Folglicb werden EF 
durcb gg' getrennt, also aucb AE durcb cc' 

Um endlich den zweiten Satz allgemem zu beweisen, durch- 
scbnoide icb die Strablen efg e'f'g' mit einer Ebene, welcbe 
den Scbeitei des Biindels nicbt enthalt, in den Punkten AEG ahc dVc', 
Die Punkte AEG liegen nicbt in gerader Lime, wohl aber ale, 

5 * 
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ab'c\ JBGaa, CAIV, ABcc. Man scMiesst zueist, dass BC 
durch a a! getrennt warden^ aber OA nicht durch daraus waiter, 
dass AB dureli ec getreimt warden, also EF dureb gg . 

Wir haben erne Gerade benutzt, um fiir jade geradhnige Punkt- 
reibe (ausserhalb dieser Geraden) in einer lEbene den ,,auszu- 
scliliessenden Punkt" zu bestimmen. Wir baben eine Ebene benutzt, 
um fiir jades Strablenbiiscbel (ausserhalb dieser Ebene) in einem 
Strablenbiindel den ,,auszuschliessenden Strabl“ zu bestimmen. Man 
kann in gleicber Weise emen Punkt benutzen, um fur jedes Strab- 
lenbiiscbel (dessen Scheitel nicbt m diesen Punkt fallt) in einer 
Ebene den ,,auszusebl]essenden Strahl“ zu bestimmen. Wenn nam- 
licb a^fd Strablen eines Buscbels sind, cc^ dureb yd getrennt, m 
ein Punkt von S (nicbt der Scbeitel), so sage icb: der Strabl y 
liegt zwiscben a' und ^ fiir den Grenzpunkt m. Endlicli 
wird eine Gerade benutzt, um fiir jedes Ebenenbiiscbel (dessen 
Axe nicbt in diese Gerade fallt) in einem Ebenenbiindel die „auszu- 
scbliessende Ebene“ zu bestimmen. Sind namlich afiyd Ebenen 
eines Biisebels, durch yd getrennt, s eine Gerade der Ebene d 
(nicbt die Axe), so sage icb: Die Ebene y liegt zwiscben a 
und /3 fiir den Grenzstrabl s 

Man darf jetzt in den Satzen des § 3 den Strabl 1 
dureb die Ebene E oder den Punkt iw, in denen des § 4 
die Ebene T dureb die Gerade s ersetzen. 

Warden die obigen Definitionen angeiiommen, so bieten sich 
zwei weitere Satze dar. 

3 Sind die Geraden JKL und der Punkt m in emer Ebene 
entbalteu, die drei Geraden nicht in einem Buschel, und werden 
die Punkte EL LJ /AT mit einem andern Punkte derselben Ebene 
resp. dureb die Strablen ihl so verbunden, dass ffir den Grenz- 
punkt m der Strabl ^ zwiscben K und L liegt, aber E nicbt 
zwiscben L und J, so liegt I zwiscben J und E fur den Grenz- 
punkt m 

4. Liegen die Ebenen BQB. in einem Bundel, aber nicbt 
in einem Biiscbel, ist s ein Strabl dureb den Scbeitel des Biin- 
dels, und werden die Geraden QB, BP PQ mit einer andern, 
ebenfalls dureb den Scbeitel gelegten Geraden resp. durch die 
Ebenen pgr so verbunden, dass fur den Grenzstrabl s die Ebene 
p zwiscben Q und B hegt, aber g nicht zwiscben B und P, so 
liegt r zwiscben P und <2 fiir den Grenzstrabl s. 

Auch diese beiden Siitze werden im Zusammenhange bewiesen. 
Bezeichnet man mit ABO die Punkte EL LJ JE und mit i'h'V 
die Strablen Am Bm Cm, ferner mit EFO die Strablen QB BP PQ 
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imd mit p q'i' die Ebenen Es F$ Gb\ so wird im dritten Satze 
angenommen, class Z'i durcb %i getarennt werden^ LJ nicht durcbi 
Jch', und behauptet, dass dann JK durch IV getrennt werden; 
im vieiten Satze wird angenommen, dass QR durch getrennt 
werden, RT niclit durch und behauptet, dass PQ durch 
getrennt werden* 


Ich beweise zunachst den dritten Satz fiir den Fall, wo AEG 
eigentliche Punkte smd und z' zwischen S und C, P zwischen C 
und A hindui chgeht. In diesem Falle ist m ein eigentlicher Punkt 

und liegt zwischen JL 
und B und 
C und Ll'i wenn also 
K und h sich in x be- 
gegnen, so ist x em 
Punkt der Strecke CA, 


und ^ ffeht nicht zwi- 



schen B und X hin- 
durch; folglich geht 
auch I nicht zwischen 


B und X hindurch, d. h. JK werden durch IV getrennt. — Das 
Ergebniss benutze ich, um den vierten Satz fur Ebenenbiindel mit 
eigentlichem Scheitel zu beweisen. Bei einem solchen Bundel wahle 
ich den eigentlichen Punkt C im Strahl G behebig und die eigeni- 
liehen Punkte A und B resp. in E und F derart, dass die Ebene 
q' zwischen G und Aj die Ebene / zwischen B und C hindurch- 
geht; ABG liegen nicht in gerader Linie. Die Ebenen PQR pqr 
p' q T mogen von dei Ebene ABG in den Geraden JKL 'iTol t h I 
getroffen werden; dann begegnen sich KL%V in A^ LJhV in jB, 
JKIV in C, und auch ihl, t'¥V liegen je m einem Strahlenbuschel ; 
iiberdies werden KL durch it' getrennt, aber LJ nicht durch lih ; 
und endlich hegen B und 0 auf verschiedenen Seiten von i\ C 
und A auf verschiedenen Seiten von h\ Nach dem Yorangeschick- 
ten werden auch JK durch IV getrennt, mithin PQ durch rr\ 

Der allgemeine Beweis des dritten Satzes ergiebt sich nun, 
indem man die (jetzt beliebigen) Punkte ABG nut einem eigent- 
lichen Punkte ausserhalb der Ebene ABC durch Strahlen EFQ 
und die Geraden JKL iU %¥V mit dejnselben Punkte durch Ebenen 
PQB pqr p'q'r verbmdet, so dass die Ebenen QBpp' durch E, 
liPqq' durch F, PQrr' durch 6r gehen und auch pqr^pqr' je m 
einem Ebenenbuschel hegen. Man findet dann, dass QM durch pp 
getrennt werden, aber BP nicht durch qq'; daraus folgt, dass PQ 
durch rr% also JK durch IV getrennt werden. — Endlich ergiebt 
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sicli der allgemeine Beweis des vierten Satzes, indeiu man aiis den 
Ebenen PQB pqr p'qr' mit irgend einer Ebene, welcbe mebt 
dureh den Scbeitel des Ebenenbiindels gebt; Strablen JKL tkl I'h'V 
berausscbneidet. 

Wie der erste und dritte Satz ninr von ebenen Pigiiren (Plan- 
liguren)j so bandeln aiicb der zweite und vierte von Pigiiren einer 
besonderen Art, insofern • nnr Strablen und Ebenen vorkommen, 
welcbe einen und denselben Punkt enthalten; solcbe Piguren, aus 
Strablen eines Strablenbilndels und Ebenen ernes Ebenenbundels 
mit einerlei Scbeitel (Mittelpunkt) zusammengesetzt, mogen cen- 
triscbe Figuren beissen*^). Die Begriffsbildungen dieses Paia- 
grapben sind nocb niebt abgeschlossen, weil sie nur bei Planfiguren 
in einerlei Ebene oder bei centriscben Figuren mit einerlei Scbeitel 
braucbbar sind. Bs bedarf einer Bestimmung, nacb welcber in 
alien Ebenen der Grenzstrabl, also in alien Geraden der „auszu- 
schliessende Punkt^^ angegeben werden kann Dies wird durcli Em- 
fubrung irgend einer Ebene N geleistet*, sind namlicb ajjyd Punkte 
einer Geraden ausserbalb der Ebene durcb yd getrennt, d 

der DurcbscbnittsiDunkt der Geraden und der Ebene, so sage ich: 
,,der Punkt y liegt zwiscben cc und ji filr die Grenzebene 
Aebnliclie Bestimmungen werden fiir die Strablen- und Ebenen- 
biiscbel getroffen Sind ajiyd ^Strablen eines Biischels, duicb 
yd getrennt, n eine Gerade (mcbt durcb den Scbeitel), d der sie 
scbneidende Strahl des Biiscbels, so sage icb: „der Strahl y liegt 
zwiscben a und /3 fur den Grenzstrabl Smd a^yd Ebenen 

ernes Buscbels, durcb yd getrennt, v ein Punkt ausserbalb der 
Axe, d die durcb ibn gebende Ebene des Biiscbels, so sage ich. 
5 , die Ebene y liegt zwiscben a und ^ fur den Grenzpunkt 
Man darf jetzt in die Satze des § 1 fur den Grenzpunkt 
E die Ebene N, in die des § 3 fiir den Grenzstrabl h die 
Gerade % in die des § 4 fiir die Grenzebene T den Punkt 
V einfiibren und erbalt iiberdies folgende Passungen der obigeii 
vier Satze: 

a) Smd dte PunUe ABC mcM in e%ner Geraden enthalten^ %md 
werden die VerUndungsUmen BO GA AB von einer andern Ge- 
raden resp. m ahc so getroffen, dass fur die Gremehene N der Punkt 
a mischen B und 0 liegt, aher i mcM mischen G und A, so liegt 
c mischen A und B fur die Gremebene N. 

b) Liegen die Strahlen EFG in einem Bundel, aher nicht in 
emem Buschel, und werden die Ebenen EG GE EF von einer 


Staudt, Geornetne der Lage, Vorwort 
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clmclh den Sclieitel gelegten Ebene resp, tn efg so getroffen, dass fm 
den Gremshalil n der Strahl e zwisclmi F and G liegt^ aler f mcM 
mischen G und J5, so hegt g zwisclien E imd F filr den Grem- 
strahl n. 

c) Sind die Qeraden JKL in emey Ebene enthcdten, aber mclit 
in einem Buschely imd werdeyi die Pimlcte KL LJ JK mit eineni 
Funhte derseTben Ebene yesp diircli ihl so verbnnden, dass fur den 
Greyi^styahl n der Strahl i mvischen K und L hegt, aber h mcM 
Bwischen L und J, so liegt I zwischen J mid K fur den Qrenz- 
strahl n. 

d) Sind die Ehenen PQIi mcht in einem Buschel enthalten, 
und iverden die Strahleyi QB MB BQ mit einer Geraden resp, durch 
p q r so verbundenj dass fur den GrenBpunM v die Ebene p zwischen 
Q und JR liegty aber Q mcht zwischen B und P, so hegt r zwischen 
B und Q fur den Grenzpunkt v, — 

Die Uebertragung der Satze 6. — 9. und 12. in § 1 und des 
Satzes 10. in § 2 auf beliebige Punkte, welche weder auf eine Ge- 
rade noch auf erne Ebene beschrankt sind^ ist jetzt geleistet, so- 
weit sie moglicb ist. Freilicb nicbt in der einfachen Weise, wie 
bei den andern Fundamentalsatzen ; denn an Stelle des auf eigent- 
licbe Punkte beziiglichen Begriffes j^zwischen^^, welcber bei drei 
eigenthcben Punkten einer Geraden stets anwendbar war, musste 
em auf beliebige Punkte bezuglicber Begriff gebildet werden, welcber 
bei drei Punkten einer Geraden nicbt oline Weiteres anwendbar 
ist, sondern die Pestlegung einer Ebene N voraussetzt. Ans dem 
neuen Begriffe kann man weitere ableiten, welcbe gewissen im 
ersten, dritten und vierten Paragraphen abgeleiteten Begnffen ent- 
spreeben, aber, mit bestimmter Ausnahme, nocb die Ebene JlSf 
wesentlicb entbalten. Die Ausnahme ist folgende: Wenn a^yd 
Punkte einer Geraden sind, y zwiscben a und p fiir die Grenzebene 
Nj 8 aber nicbt, oder umgekebrt, so ist diese Beziebung von der 
Ebene J8f unabbangig, die Punkte afi werden durcb yd getrennt 
Es wird also kein auf vier Punkte einer Geraden und eine Ebene 
bezfiglicber Begriff erzeugt, ebenso wenig em abnlicber Begriff' im 
vStralilen- oder Ebenenbliscbel. 

Das Sireben, moglichst viele Figuren, welcbe Anbaltspunkte 
zu gleichmassiger Behandlung darbieten, unter emen Gesicbtspunkt 
zu bringen, bat die „eigentlicbe^‘^ Bedeutung der elementaren geo- 
metriseben Benennungen immer mebr in den tlintergrund gedrkngt. 
Bs ist aiotbig geworden, jene Benennungen durcbweg in dem all- 
gemeinsten Slime, der sicb ihnen (bis jetzt) ertbeilen Hess, so lange 
anzuwenden, als mebt durcb besondere Forderungen die Besebran- 
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kimg auf den j^eigentlicHeii^^ Sinn bedmgt wird. Wenn demgemass 
zu einer gegebenen Figur eine andere, mit jener in vorgeschrie- 
benem Zusammenliange stehende verlangt wird, so ‘bebandeln wir 
die Aufgabe in ilirem allgemeinen Sinne und sueben fur die unbe- 
kannte Figur eine Construction, welcbe nach emheitlicher Yorschrift 
in alien mogbcben Fallen angewendet werden kann. Erst im Ee- 
sultate finden die etwa vorbandenen einscbrankenden Forderungen 
ibre Berticksicbtigung. 

Die Analysis verfahit in gleicber Weise, wenn zu gegebenen 
Zablen eine andere, nnt jenen in vorgescbriebenem Zusammenbange 
stebende bereehnet werden soil. Sie lebrt, wie sanamtlicie unter 
den allgeniemsten Zablenbegriff sich unterordnende Losungen ge- 
funden werden, unbekummert urn die Veranlassung des Problems, 
deren Natur baufig eine specielle Zablengattung bedmgt. 

§ 10. PerspectiTC Figiireii. 

Jm vorigen Paragrapben smd Planfiguren und centrische Figuren 
wiederbolt zu einander in Beziehung gesetzt worden, um Eigen- 
scbaften solcber Figuren zu beweisen. Mit einem Punkte ausser- 
balb ibrer Ebene warden die Punkte einer Planfigur durch Strablen, 
ibre Geraden durcb Ebenen verbiinden und so der Uebergang yon 
einer Planjdgur zu einer mit ibr eng zusammenbangenden centri- 
scben Figur bewerkstelligt. Mit einer Ebene, welcbe den Scheitel 
nicbt entbalt, warden die Strablen einer centrischen Figur m Punk- 
ten, ibre Ebenen in Geraden durchschmtten und so der umgekehrte 
Uebergang vollzogen. Man nennt bei solcber Lage die beiden 
Figuren perspectiy, die Planfigur einen Scbnitt der centrischen 
Figur 

Es seien . die Punkte, . . die Geraden einer Planfigur, 
ah' die Strablen, .. die Ebenen einer centrischen Figur, 
deren Scheitel nicbt in der Ebene der Planfigur entbalten ist; die 
Anzahl der Punkte aS . . sei gleicb der der Strablen ah'* die 
Anzahl der Geraden , gleich der der Ebenen d der Puukt 
a sei m a , & in , die Gerade a in d^ in /S', . . entbalten. 
Die Figuren ah * * . . uud dV . . cr'/S' . . sind alsdann perspectiv 

und man nennt in ihnen ad, 66', . , ocd, /S/S', homologe Ele- 
mente; die Angabe derElemente erfolgt allemal in solcber Eeihen- 
folge, dass je zwex homologe Elemente die gleicben Platze einneb- 
men. Von 3 edem Elemente der Planfigur konnen wir sagen, dass 
es in dem bomologen begt^ von jedem Elemente der centrischen 
Figur, dass es durcb das homologe hindurchgeht. Um eine gleich- 
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massigere Ausdrucksweise zu ermoglichen^ wollen wir von emem 
Punkte und einer Greraden, wenn der Punkt zu der Geraden ge- 
hbrt, aucli sagen: der Punkt liegt an der Geraden, die Gerade liegt 
an dem Punkte; diese Pestsetzung mag sich auch auf Punkt und 
Ebene, sowie auf Gerade und Ebene bezieken. Wir werden also 
sagen: Je zwei komologe Blemente der beiden perspectiven Figuren 
liegen aneinander^), Und die charaktenstisclie Eigenschaft der 
beiden Figuren konnen wir jetzfc so ausspreelien : Lwgen me% Ele- 
mente der emeu Figur anetnander, so stnd auch in der andern Figur 
die homologen Elemente aneinander gelegen. 

Nimmt man in der Ebene der Planfigur einen beliebigen Punkt m, 
so gelibrt er entweder zu der Planfigur oder kann zu ihr hinzugefugt 
werden; jedenfalls wird er mit dem Scheitel der centriscben Figur 
durck einen bestimmten Strabl m' verbunden^ welcher bei der Be- 
trachtung solcber perspectiven Figuren der komologe Strahl zuni 
Punkte m genannt wird. Uebeibaupt gehort zu jedem Element; um 
welckes die eine Figur sick erweitern lasst; ein ^^komologes^^ Ele- 
ment, um welckes die andere sick erweitern lasst. So oft also PunMe 
der Planfigur m einer Geraden liegen^ bilden die homologen Strahlen 
cm Buschelj und umgehchrt; und so oft Strahlen der Planfigur durch 
einen Punlct gehen^ gehen die homologen Ebenen durch einc Gerade, 
und umgelehrt Daker entsprickt dem Scknittpunkte zweier Geraden 
der Planfigur die Scknittlinie der komologen Ebenen, der Verbin- 
dungslinie zweier Punkte der Planfigur die Verbindungsebene der 
komologen Straklen. 

Jedem Tkeile der Planfigur entsprickt ein komologer Tkeil der 
perspectiven centriscken Figur; diese Tkeile siiid wieder in pei- 
spectiver Lage Beispielsweise entspiickt einer geraden Punktreihe 
ein Straklenbusckel; so dass perspective Figuren in einer Ebene 
entsteken; und wenn in einer dieser Figuren zwei Paare von Ele- 
menten durck emander getrennt werden, so findet zwischen den 
komologen Paaren die gleiche Beziekung statt. Em Straklenbusckel 
und eine gerade Punktreike sind perspectiv, wenn die Punktreike 
em Scknitt des Straklenbusckels ist — Einem Straklenbusckel als 
Planfigur entsprickt em Ebenenbiisckel als perspective centriscke 
Figur, das Straklenbusckel ist ein Scknitt des Ebenenbusckels ; der 
Scheitel des ersteren liegt in der Axe des letzteren und ist also 
der Sckeitel einer centriscken Figur, welche sick aus dem Straklen- 


*) Solche Eloniente werden von oinigen Geometern incident genannt 
naoh Grassmann, vgl. Sturm, Mathem Ann Bd. 12 S. 258, Schubert, 
ebendas. S. 181. 
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und clem Ebenenbiisehel zusammensetzt Getrennten Paaren cles 
emen Buschels entsprechen wieder getrennte Paare im andern 
Buschel. — Man nennt endlicli auch eine gerade Punktieilie und 
em Ebeiienbuschel perspectiV; wenn beicle sich in perspectiver Lage 
init einein Strablenbuschel (also nicbt bloss mit einem) befinden. 
Auch bier smd je zwei bomologe Elemente aneinander gelegen^ die 
Piinktreilie kann em Scbmtt des Ebenenbuseliels genannt weiden, 
und die getrennte Lage von Paaren der emen Figur iibertragt sicb 
allemal auf die homologen Elemente 

Die gerade Punktreihe ist unter die ebenen Piguren, das Ebenen- 
buschel unter die centrischen, das Strahlenbuschel unter beide zu 
recbneo. Wii kbnnen dalier zusammenfassend den Satz aussprechen : 
So oft m einer Flanfyur mei Mementenpaare ezncmder trennen^ s%ntl 
in jecler perspechven mntrischen Figur die homologen Faare durch 
eiuander getrennte und umgekehrt*). — Erne gerade Punktreihe und 
ein perspectives Strahlenbuschel konnen als Theile einer Planfigur 
erscheinenj dann sind in jeder perspectiven centrischen Figur die 
homologen Theile auch unter sich perspectiv. Ein Strahlenbuschel 
und ein perspectives Ebenenbiisehel konnen als Theile einer centri- 
schen Figur erscheinen; in jeder perspectiven Planfigur smd als- 
dann die entsprechenden Theile ebenfalls unter sich perspectiv. 

Wir haben m diesem Paragraphen nirgends von eigentlichen 
Elementen (Punkten, Geiaden, Ebenen) gesprochen und demnach 
auch keine geonietrischen Begriffe angewendet, welche sich bloss 
auf eigentliche Elemente beziehen. Es smd die Ausclrucke Punkt, 
Gerade und Ebene nur in ihrem allgemeinen Smne; aiisserdem der 
Begriff des Aneinanderliegens von zwei Elementen und der Begrill 
der getrennten Lage von zwei Elementenpaaren voigekommen (wenn 
man von den Begriffen absieht, welche aus jenen ohne Zuziehung 
andeier abgeleitet werden konnen). Von diesen Begriffen sagt 
man, dass sie sich auf die Lage beziehen. Sie mussten zwar^ 
den geometrischen Grundbegriffen gegenuber, als abgeleitete em- 
gefuhrt werden; aber wenn man aus ihnen ohne Zuziehung anderer 
geometrischei Begriffe weiteie ableitet (von deiien man ebenfalls 
sagen wird, class sie sich auf die Lage beziehen), so kann man 
innerhalb der auf die Lage bezughchen Begriflsgruppe jene den 
librigen als Stammbegriffe voranstellen. Diejenigen Lehrsatze 
der Geometrie, welche keine anderen geometrischen Begriffe ent- 
halten, werden als ein besondercr Theil der Geometrie betrachtet, 


Dabei isi der Fall zweier i)GrspectiveB JStrahlonbubchol mit mbegriffen, 
welclier erst spater mx Sprache kommt. 
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welcliett man die Geometrie der Lage nennt. Von den bis- 
herigen Satzen gehoren in § 7 die vier letzien^ in § 8 die Satze 
1. 2. 4. 5 7 — 15, m § 9 alle Ergebmsse ausser dem ersten Satze 
(Seite 65), in § 10 alle Satze zur Geometrie der Lage, Punkt, 
Gerade and Ebene (im allgemeinen Smne), Aneinanderliegen von 
Eiementen iind Getrennfcliegen von Paaren spielen in der Geometrie 
der Lage die Eolle von Stammbegrififen, anf welche alle andereu 
zurilckgefulirt werden 

Diejenigen Relationen zwischen den Eiementen einer Pigiir, 
zii deren Angabe nnr anf die Lage bezngliclie Begriflfe erfordert 
weiden, bilden ihre auf die Lage bezuglicben Eigensehaften and 
werden auch graphisclie (descriptive) Eigensehaften der 
Figur genannt Die Geometrie der Lage ist demnach die Lehre 
von den graphisehen Eigensehaften der Figuren; sie lehrt, aus gra- 
phischen Eigensehaften einer Figur auf andere ebensolche Eigen- 
schaften schliessen. Jeder Satz, bei desseii Beweise nur auf Lage 
lieziigliche Satze iind Begriffe in Anwendung kommeu, kann wieder 
nur einen Zusammenhang zwischen graphisehen Eigensehaften be- 
hanpten, z. B. jede Polgerung aus den soebeii citirten Theor#nien 
Aber das Dmgekehrte ist nicht richtig, die bisherigen Satze, welche 
zur Geometrie der Lage gehbren, miissten grossentheils aus Satzen 
anderer Natur hergeleitet weiden, imd diese Erschemung wird sich 
spaterhin noch wiederholen 

Auch die perspective Lage zweier Figiuen ist eine graphisehe 
Eigenschaft des Systemes. Es werden daher alle bisherigen Be- 
merkungen iiber peispeetive Figuren durch den Satz umfasst: Wmn 
cme Flanfigur sicli in ^erspectwer Lage mit ein&y centnschen F%gnr 
iefindety so Lommt jede gyaplusclia Eigenschaft von Elemmten der 
einen Figur auch den homologen Bestandtlieden der andern mi^) 
Und darans folgt das wichtige Gesetz, welches die Lehre von den 
Piaufiguren (Planimetrie) mit der Lehre von den centrischen Piguren, 
soweit es sich nur urn Lage handelt, eng verkniipft: 

Jedor Satz, welcher von graphisehen Eigenschaf- 
ten einer Planfigur handelt, kann auf centrische B^i- 
guren ubertragen werden, indem man die Punkte der 
Planfigur durch Strahlen, ilire Geraden durch Ebenen 
ersetzi 

***) Manclie graphisehe Eigensehaften werden unter Zuziehung von Hulfs- 
elementen dofimrt, z B. die in § 11 zu bespreohende harmoniBche Lage, Anf 
soloho Eigensehaften kann der ohige Satz (und die aus ihm gefolgerten Satze) 
nur hezogen werden, insofern die Hulfselemente an der Ebene der Planfigur, 
beziehnngswoiBe am Scheitel der centrischen Elgin liegen, 
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Em soldier Satz namlicli lehrt, dass man^ so oft in emer Plan- 
figiir gewisse graphische Eigenschaften vorausgesetzt warden ^ auf 
gewisse andeie giapliisclie Eigenschaften zu schliessen berechtigt 
ist; unci es handelt sich darum, das Entsprecliende fur die centri- 
schen Figuren zu beweisen. Man nimmt also eine centrische Figur 
niit den Eigenschaften an, welche der Voraussetzung des plani- 
nietrischen Satzes entsprechen, und geht zu irgend einer perspec- 
tiven Planfigur uber. Dieser kommen die analogen Eigenschaften 
zu, folglich aueh diejenigen, welche die Behauptung des plani- 
metnschen Satzes ausmachen, und die Eigenschaften, welche den 
letzteren entsprechen, besitzt daher auch die centrische Figur. Mit 
gleichenx Rechte warden planimetrische Satze, welche 
graphische Eigenschaften betreffen, aus den analogen 
Satzen uber centrische Figuren ohne besond eren Beweis 
entnommen. — Hiermit ist das G-esetz ausgesprochen, nach weF 
chem im vorigen Paragraphen die Satze 1 und 2, 3 und 4 zu- 
sammengehoren. Wir konnen noch hmzufiigen: Jede graplmcliG 
JEigenscliaftj welche man fur eine gerade PunJctrezhe oder ezn Strahlen- 
busch^ Oder ein JEhenenbuschel bew^esen hat^ %st mich fur die beiden 
anderen Gebilde gultig 

Ziehen wn jetzt zwei ebene Schnitte einer und derselben cen- 
trischen Figur in Betracht, also zwei mit einer centrischen perspec- 
tive Figuren in verschiedenen Ebenen (P und P'), welche auch 
unter sich perspectiv genannt werden. Je zwei Elemente, Punkte 
oder Geraden, welche an demselben Elemente der centrischen Figur 
liegen, heissen homolog; je zwei homologe Geraden haben erne 
Ebene, mithm auch einen (m der Geraden PP' gelegenen) Punkt 
gemem. Die Gerade PP' ist sich selbst homolog, ebenso ihre 
Punkte; man sagt von diesen Elementen, sie seien den beiden Fi- 
guren entsprechend gemein. Die Verbindungslinien homologer 
Punkte, sowie die Verbindungsebenen homologer Geraden laufen 
clurch emen Punkt 0, das Centrum der Perspectivitat. Von den 
Elementen einer solchen Figur, etwa der in P gelegenen , sagt man 
auch, sie seien aus dem Punkte 0 auf die andere Ebene P' nach 
den homologen projicirt Man sagt also , dass aus dem Punkte 0 
(dem Projectionscentrum) auf die Ebene P' (die Projectionsebene) 
der Punkt a nach a (seiner Projection), die Gerade a nach a (ihrer 
Projection) projicirt werde, wenn die Ebene P' von dem (proji- 
cirenden) Strahl Oa in a', von der (projicirenden) Ebene Oa in a' 
geschnitten wird. Jede Gerade hat mit ihrer Projection einen Punkt 
gemein. Die Verbmdungslinie zweier Punkte wird nach der der 
entsptechenclen Punkte, der Durchschnittspunkt zweier Geraden nach 
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dem der entspreehenden Geraden projieirt. Von zwei perspectiven 
Planfiguren in verschiedenen Ebenen ist biernach jede eine Pro- 
jection der anderenj die projicirenden Strahlen und Ebenen bilden 
eine zii beiden perspective centriscbe Eigur (die projicirende Pigur). 
Jeder Strahl der einen Planfigur wird von der Durcliscbnittslinie der 
beiden Ebenen in demselben Punbte getroffen^ wie seine Projection 

JPe'^spective Figioen in versclnedenen Ebenen Jiaben alls graphi- 
sclien Etgenscliaften gemeiUy well diese durcli die projicirende Figar 
von der einen Planfigur anf die andere iibeitragen werden; mit 
anderen Worten: JDie g^apliiselien Eigenschaften emer Planfigur 
we^dm durcli Projection auf eine andeye Ebene mcht gedndert 

Die gerade Punktreibe ist eine specielle ebene Figur, welcbe 
mit jeder perspectiven Planfigur in einer Ebene enthalten ist. Je 
zwei perspective gerade Punktreiben setzen gerade Linien (Trager) 
in einer Ebene voraus und baben den Durchschnittspunit ibrer 
Trager entsprecbend gemein. Perspective Punlvtreihen (in verscbie- 
denen Geraden) sind Scbmtte ernes bestimmten Strablenbuschels, 
also einem Strablenbtiscbel perspectiv. Innerbalb einer Ebene wird 
der Punkt a aus 0 auf eine Gerade nacb a projieirt^ wenn diese 
dem Strable in a' begegnet; jede gerade Punktreibe wird nacb 
einer perspectiven Punktreibe projicirt Die Verbindungslinien bomo- 
loger Punkte zweier perspectiven Punktreiben laufen im Projeetions- 
centrum zusammen. 

Das Strablenbilschel ist ebenfalls eine specielle ebene Figur; 
bei seiner Projection auf eine andere Ebene sind jedocb zwei Falle 
zu unterscheiden. Entweder ist der Scbeitel in der Projections- 
ebene gelegen, mitbin sicb selbst bomolog; dann entsteben per- 
spective Strablenbtiscbel in verschiedenen Ebenen, aber mit gleicbem 
Scbeitel, welcbe also zusammen in einer centriseben Figur vor- 
kommen kbnnen; solcbe Strahlenbuscbel baben die Durcbscbnitts- 
Imie ibrer Ebenen entsprecbend gemem. Oder der Scbeitel ist von 
seiner Projection versebieden, so dass perspective Strahlenbuscbel 
m verschiedenen Ebenen und mit verschiedenen Scheiteln entsteben; 
dann bilden die Durchschmttspunkte bomologer Strahlen eine ge- 
rade Punktreibe (den perspectiven Durebschnitt der Buscbel), 
namlicb auf der Durcbschnittslinie der beiden Ebenen; die Buscbel 
sind demnacb emer und derselben geraden Punktreibe perspectiv. 
In beiden Fallen aber baben wir es mit Sebnitten eines Ebenen- 
biischels, sei es dutch denselben Punkt der Axe oder durcb ver- 
sebiedene Punkte, zu tbun (projicirendes Ebenenbiischel). 

Den perspectiven Planfiguren steben perspective centriscbe Fi- 
guren gegeniiber. Je zwei centriscbe Figuren mit verschiedenen 
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Scheiteln 0 und O', welclie einen ebenen Scbnitt gemein babeu, 
also zu einer Planfigur perspeetiv liegen^ heissen perspectiY. Je 
zwei Strablen beider l?iguren, welcbe an demselben Punkte der 
Planfigur liegen, und je zwei Ebenen, welcbe an derselben Geraden 
der Planfigur liegen, heissen homolog; je zwei homologe Strablen 
haben einen Punkt, mithin auch eine durch den Strahl OO'gehende 
Ebene gemem. Der Strahl 00' und jede Ebene durch 00% also 
alle gemeinschaftlichen Elemente der beiden centrischen Eiguren, 
sind entsprechend gemein. Der Ebene zweier Strablen der einen 
Pigur entspricht die Ebene der homologen Strablen, der Durch- 
schnittslinie zweier Ebenen entspricht die dei homologen Ebenen. 
Die Schnittpunkte homologer Strablen und die Schnittlinien homo- 
loger Ebenen bilden eine zu beiden perspective Planfigur (den per- 
spectiven Durchschnitt jener beiden Figuren). Perspeckve cen~ 
tnscJie Figiuen mzt versclmdenen Sclmteln liahen alle graplitschen 
Ezgenschaften gemein, 

Als besondere Palle smd Strablen- und Ebenenbiischel anzu- 
fiihren. Zwei Strahlenbuschel mit verschiedenen Scheiteln 0 und 
0' sind als centrische Eiguren perspectiv, wenn sie einen perspec- 
tiven Durchschnitt besitzen, cl. h. wenn die homologen Strablen sich 
schneiden und die Schnittpunkte (in einer nicht durch 0 oder 0' 
gehenden Ebene, mithin) in einer Geraden liegen Eine Gattung 
solcher Biischel ist uns bereits begegnet, namlich perspective 
Strahlenbuschel mit verschiedenen Scheiteln und in verschie- 
denen Ebenen; diese enthalten keinen sich selbst entsprechen- 
den Strahl; die Ebenen homologer Strablen bilden ein Ebenen- 
buschel. Als eine neue Gattung treten perspective Strahlenbuschel 
init verschiedenen Scheiteln, aber in einerlei Ebene hinzu; solche 
konnen als Theile einer Planfigur vorkommen; der Strahl 00' ent- 
spricht sich selbst, em perspectives Ebenenbiischel ist nicht vor- 
handen. Es giebt demnach drei Arten perspectiver Strahlenbuschel. 

Zwei perspective Ebenenbiischel setzen Axon, welche emander 
begegnen, voraus und bilden also zusammen eine centrische Eigur. 
Die Ebene der Axen ist entsprechend gemein. Der perspective 
Durchschnitt ist em Strahlenbuschel, in dessen Scheitel beide Axen 
sich durchschneiden Perspective Ebenenbiischel sind also zu einem 
Strahlenbuschel perspectiv. 

Ausgehend von perspectiven Planflguren, gelangt man zu einer 
grossen Anzahl von Theoremen fiber Planfiguren in einer oder m 
verschiedenen Ebenen. Wir beschranken uns darauf, die fundamen- 
talsten dieser Satze hier zu entwickeln. Es stehen ihnen ahnliche 
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Satze liber centrische Figuren gegenuber^ welclae leicht naehzubilden 
smd und niclit besonders aufgefuhit werden sollen 

Mit al)C^ aVc mogen zwei Dreiecke^ also Planfiguren bezeich- 
net werden; weder ahc noch aVd sollen m gerader Linie liegen; 
die Punkte al)o bestimmen eine Ebene P; aV d eine Ebene JP'. 

Sobald die Strahlen aa, hV, 
cd in einem Punkte 0 sieb 
scbneiden, heissen die Drei- 
ecke perspectiv, gleichviel 
ob die Ebenen P und F' ver- 
schieden sind oder niclit. Die 
Gegenseiten iomologer Ecken 
sind alsdann homolog; je zwei 
homologe Seiten schneiden 
sich; dass die drei Schnitt- 
punkte in einer Geraden lie- 
gen, folgt bei versciiedenen 
Ebenen P und P' daraus, dass sie m zwei Ebenen liegen, und wird 
sieh fiir den andern Pall bald ergeben. Umgekehrt: Wenu die 
Ebenen P und P' verschieden sind und die Seitenpaare he Vd^ 
ca d a% ah ah' je in einem Punkte (also auf einer Geraden) sieh 
treffen, so sind die Dreiecke ahe, ah' d perspectiv. Denn die Strah- 
len aa^ hV, ed liegen dann paarweise m einer Ebene, oline einer 
einzigen Ebene anzugehoren, und laufen folglicli in einem Punkte 0 
zusammen. Ueberhaupt wenn drei oder mehr Geraden paarweise m 
einer Ebene liegen, aber nicht alle in einer Ebene, so gehen sie 
durcli einen Punkt; oder: Wmn drei oder meJir Geraden j^aarweise 
sich schneiden, so htlden sie entweder e%ne Planfigur oder eine cm- 
bische Figur. Beides tntt gleiclizeitig ein, wenn sie in einem 
Strahlenbiischel liegen. 

Ferspective Dreteche in einer Ehene hommen durch Frojechon 
ernes Frciedks ans verschiedenen Funlzten m Stande. Wird in der 
That das Dreieck AFC (welches die Ebene Q bestimmen mag) aaf 
eine andere Ebene P aus dem Punkte 8 nach ahe, aus S' nacli 
a'h'd projiciit, so sind die Dreiecke ahe, ab'd perspectiv, Denn 
der Durchschnittspunkt 0 der Ebene P mit der Geraden 88' liegt 
m der Geraden ad (namhch Oad in den Ebenen P und ASS'), 
zugleich m den Geraden hh' und cc'. Umgekehrt: Liegen die Drei- 
ecke ahe und a'h'd in einer Ebene P perspectiv, so sind sie Pro- 
jectionen eines Dreiecks einer anderen Ebene. Denn zieht man 
ausserhalb der Ebene P durch den Punkt 0, in welchem die Strah- 
len a a', hh'^ ed sich treffen, eine Gerade und nimmi in ihr die 
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PuEkte S und S' beliebig (von 0 verschieden) , so sind die Punkte 
S' tind a in der Bbene aOS enthalien; folghch scbneideu sicli die 
Stralilen Sa und S'd in einem Punkte A-, die Strablen Si, S'i 
ergeben in gleicher Weise einen Durebscbnittspunkt JB und Sc, 
S' c einen Durchschnittspunkt G DurcL. die Punkte A, IB , C wird 
eine von P verscMedene Ebene Q bestimmt, und es wird aic aus 
S, a'b'c aus S' auf Q nacb ABO projicirt. 

SoiaJd die Breiecle ale und a'V c i)erspectw s-md, sclimiden 
sieli die liomologen Seiten auf emei Oeraden , gletclwiel ol die Brei- 
ecTce in emer Ebene liegen oder nicM Der Beweis brauebt nur nock 
fur zwei Dreiecke in einer Ebene gefiihrt zu werden. Solche Drei- 
ecke Sind Projeetionen ernes Dreiecks ABC einer andern Ebene. 
Die Sckmttlinie beider Ebenen wird von der Geraden PC' in dem- 
selben Punkte getroffen, wie von den Projeetionen he und h'c, 
etwa in ebenso begeguen sick auf jener Scknittlinie GA, ca, 

cd etwa in g und AB, ah, db' etwa in es sekneiden sick also 
be I'd, ca c'd, ab a'V in drei Punkten fgh einer geraden Linie. 
Umgekekrt" Wenn in einer Ebene oder m verschiedenen Ebenen 
Dreiecke aic und db'd so liegen, doss die Seiten be b'd, ca c'd, ab 
dV sicli in Pimliten fgh einei Geraden sclmeiden, so sind die Drei- 
ecke perspectiv. Auck dies brauckt nur nock fur Dreiecke in einer 
Ebene bewiesen zu werden. Durck die Gerade fg lege man eine 
andere Ebene und projicire auf sie das Dreieck abc nack ABG, 
so dass die SeitePC durck f, CA durck p', AB durck A kmdurck- 
gekt; dann sekneiden sick PC und b'd in f, CA und dd in g, 
AB und a'V in h, folglick sind ABC und db'd perspective Drei- 
ecke in versekiedenen Ebenen, abe und a' b'd Projeetionen von 
ABC. (Ein anderer Beweis, welcker fur beide Falle den Satz ein- 
fack auf den vorigen zuriiekfukrt, kat den Vorzug, fdr den Pall 
zweier Dreiecke in einer Ebene sick ganz innerkalb dieser Bbene 
zu bewegen Er berukt auf dem Umstande, dass im Punkte h die 
Strahlen ab a'V gf zusammentreffen, mithin perspective Dreiecke 
ad g und bVf entstehen; die Seiten dieser Dreiecke d g Vf, ga fb, 
ad bV sekneiden sick auf einer Geraden in drei Punkten dcO, d. k. 
ad bV cd kaben den Punkt 0 gemein.) 

Bei Planfiguren, welcke aus mekr als drei Punkten bestehen, 
maekt es kinsiektlick der Perspectivilat einen wesentlicken Unter- 
sekied, ok sie in verschiedenen Ebenen liegen oder nicht Wir 
wollen vier Punkte abed in einer Ebene betrackten; diese werden 
zu je zweien durck seeks Gerade verbunden, und die Pigur, welcke 
aus den Punkten abed und den seeks Verbindungslinien besteht, wird 
ein ebenes vollstandiges Viereck genannt. Zum vollstandigen 
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Viereek alcd gekoren vier Ecken^j^ h c d und seeks Seiten he ca 
ah ad hd cd\ he und ad^ cavoadi hd^ ah and td keissen Gegen- 
seiten. In derselben oder in einer anderen Ebene sei das voli- 
standige Viereek a'h'cd' so gelegen, dass die Straklen ad hV cc 
dd in einem Punkte 0 sick treffen; iiberdies sollen in keinem der 
keiden Vierecke drei Ecken sick in einer Geraden befinden. Jene 
Voraussetzung kann auch dakin formulirt warden ^ dass die Dreiecke 
ahe und a'h'c', ahd und add' perspectiv sein sollen; durck den 
Punkt 0, in welckem ad und hV sick schneidenj laufen dann auck 
cc und dd\ und es sind auek die Dreiecke hed und h'cd^ acd 
und de d' perspectiv. Es ist kiermit eine Zuordnung der Ecken und 
folglick der Seiten beider Vierecke gegeben, derart, dass je zwei 
zugeordnete Seiten sick sekneiden. Es mogen sick 

he V e in f, ca e'd in ah dh' in Ji, 
ad d d' in hd V d' in g^, cd c d' in 
begegnen; die Punkte ff^ gg^ hh^ liegen je auf zwei Gegenseiten 
des Vierecks ahed oder a'dc'd'] durck fdK geken 

je drei Seiten aus einer Ecke. Wenn die Vierecke in versekiedenen 
Ebenen liegen, so sind die Punkte ffxggihh,^ (welcke nickt ver- 
sekieden zu sein braucken) in einer Geraden entkalten. Dies ist 
aber nickt notkwendig, wenn die Ebenen beider Figuren zusanimen- 
fallen; wir konnen dann bloss bekaupten, dass die Punktgruppen 
fgh, fgJh^ f\9\i fi9i^^ einer Geraden liegen, dass also 

ffx99xMix die Gegen^ckenpaare ernes vollstandigen Vierseits 
sind, dessen eine Seite durck fgh kmdurckgekt. Ein vollstandiges 
(ebenes) Vierseit ist die aus vier Geraden einer Ebene (den Seiten) 
und ikren seeks Durckseknittspunkten (den Ecken) zusammen- 
gesetzte Pigur. 

Die obige Voraussetzung ist sekon erfullt, wenn sowokl fgh 
als fgxhx in Geraden liegen; es werden also, wenn dies stattfindet, 
auck fgjix ^i>^d fx9hy gerade Punktreiken sein, Fugt man aber 
nock die Voraussetzung kinzu, dass die durck und geken- 
den Geraden zusammenfallen, so werden alle seeks Punkte ff^gg^hh^ 
auck dann in einer Geraden vereinigt, wenn beide Vierecke zu einer 
Ebene gehoren, d. h.: Wenn d%e voTlstdnd%gen Y%erec’ke ahed und 
dV e'd' (keine drei Ecken eines Vierecks sollen in gerader Lime 
liegen) tn derselben oder %n verschiedenen 'Ebenen so hegen^ dass die 
Seiten he Ve, eq c' d y ah dh'y ad dd'j hd h' d' sich in PunMen 
fghfgx einer Geraden schneiden, so trejfen die Seiten cd d d' in 
einem PunUe hx derselben Geraden msammen, Dabei ist nickt aus» 
gescklossen, dass fmitfx oder g mit^^ oder h mit zusammenfallt, 
* Wenn in einer Geraden Punkte ff^ ggx ^ (f darf mit g mit 

J?a 80H, VorlesuBgen 6 
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(j^ zusammenfallen) gegeben sind, so kann man vollstandige Vier- 
ecke so oonstrniren , dass funf Seiten dureh die gegebenen Punkte 

^ geben und zwar zwei Ge- 

genseiten dureh f und 
y j\ zwei andere dureh g und 

\ und dass die dureh A 

/ laufenden Seiten nieht aus 

/ I / einer Ecke kommen; die 

/ i ^ sechste Seite trifft die ge- 

/ ^ \ ' gebene Gerade allemal in 

/ I einem bestimmten Punkte 

X ! I \ In jeder Geraden wird 

lUjh — Ia also dureh fiinf Punkte ff^ 

\ 1 \ / 99i^^ ^in sechster Punkt 

\ 1 \ / dureh folgende Construction 

\ '' \1 \ / unabhangig von den be- 

y \\ 1 ! nutzten Hulfslinien be- 

^ / stimmt. Dureh fgh ziehe 

^ man drei Geraden, welche 

\ \/\ sich in ahe so treffen, dass 

\ I y \ be dureh f, ca dureh g, 

\\ ah dureh 1i hindurehgeht , 

^'\ \ \ die Geraden af^ und ig^ 

\\\ sehneiden sieh alsdann in 

\| einem Punkte d, und die 

gegebene Gerade wird von 
Fig S 2 cd in \ getroffen. Hierbei 

darf man die Paare ff^ und 
ggy untereinander, jedoeh der Herleitung gemass f mit nur danii 
vertausehen, wenn man gleichzeitig g mit g^ vertauscht. That- 
saehlieh ist cliese Bedingung iiberfliissig (§ 16), und man darf, ohne 
\ zu verandern, das Viereck so emnehten, dass die dureh fgh 
gehenden Seiten aus einer Ecke kommen; aber es ist unmoglich, mit 
den bis jetzt eingefuhrten Hulfsmitteln den Beweis zu erbringeii, 
Besondere Wichtigkeit besitzt die Pigur, in welcher f mit f , 
g mit g^ zusammenfallt 5 es sehneiden sich dann in f zwei Gegen- 
seiten be und adj mg zwei andere Gegenseiten ca und bd^ und 
von den beiden ubrigen Seiten ab und cd geht die eine dureh 7 <t, 
die andere dureh Smd m einer Geraden drei verschiedene Punkte 
fgh gegeben, so kann man vollstandige Vierecke so eonstruiren, 
dass zwei Gegenseiten sich in f ziwei andere in g durchkreuzen 
und eine funfte Seite dureh h hindurehgeht^ die gegebene Gefade 
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wird alsdann yon der sechsten Seite m emem bestimmten^ von Ji 
yerscliiedenen Punkte \ getroffen. Es liefert demnach folgende 

Construction em von den 
benntzten Hulfslmien nn-* 
abhangiges Resultat 
Dureb fgh ziehe man drei 
GeradeU; welcbe sicb in 
ale ^0 treffen, dass Ic dureb 
fjCa dureb gjul durch Ji 
gebtj und bestimme den 
Schnittpunkt d der Geraden 
af und Ig, sodann den 
Sebnittpunkt der Gera- 
den cd mit der gegebenen 
Geraden. Man darf bierbei f mit g vertauschen. Dureb die Punkte 
fglii wird h m derselben Weise bestiramt, wie Aj dureb fgJi 

§ 11. HarmoHisclie Gebilde. 

Wenn zwei (gerade) Punbtreiben auf verscbiedenen Tragern 
aus gleicbviel Elementen besteben, und es soli gepriift werden, ob 
sie sicb als perspective Gebilde auffassen lassen, so bestebt das 
erste Erforderniss dariU; dass die Trager in einer Ebene enthalten 
sein und also in einem Punkte h sich schneiden mussen. 1st dies 
der Pall, und wablt man in der einen Geraden zwei Punkte fg, in 
der anderen cd beliebig (von A verschieden), so ist sowohl zwischen 
f(j und cd als auch zwiseben gf und cd Perspectivitat vorbanden; 
denn die Strablen cf und dg sebneiden sicb in einem Punkte Ij 
die Strablen eg und df m einem Punkte a, und es werden cd aus 
h nach fg^ aus a nacb projicirt. Wahlt man aber m einer Ge- 

raden drei Punkte fgh, in einer andern Geraden ^ welcbe jener in 
(von fgh verscbieden) begegnet, drei Punkte ede beliebig (von h 
versebieden) , so ist es durebaus niebt notbwendig, dass fgh und 
ede in irgend emer Anordnung perspectiv sind. Vielmebr mussen, 
wenn i gh und ede in dieser Reibenfolge perspectiv, also I das Cen- 
trum der Perspectivitat sem soll^ heh in einer Geraden liegen; 
sollen gfh und ede perspectiv sein^ so mussen a eh m einer Ge- 
raden liegen, u. s. w Wenn zu f und g die Punkte c und d als 
homologe Punkte gegeben werden, so ist zu jedem Punkte h der 
fg der homologe Punkt e in cd bestimmt. 

Es seien fgh und ede perspective Punktreihen, h das Centrum 
der Perspectivitat, der Punkt k entsprecliend gemein; dann ist es 
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nicht Botliwendig^f dass fgli Bjid cde noch. in einer andern Anord- 
ixung persp6cti¥ sind. Soli es moglich. scin, cd6 aucli nach gfli zu 

projiciren, so mtissen die 
Strahlen eg ^ Afy eh in 
einem Punkte a sick 
treffen ^ d. li es sind als- 
dann ah cd die Eckeii 
eines vollstandigen Vier- 
ecks, in welchem zwei 
Gegenseiten sicli in 
zwei andere in g durck- 
krenzen^ wahrend von 
den beiden librigen (in e 
sicb sehneidenden) die 
eine durch 7^, die andere 
durcb. h bindurchgelit Es 
existiren also, wenn f^7i 
in einer Geraden gegeben sind, gerade Punktreihen, welche mit 
fgh nnd gfh zugleick perspectiv liegen; um erne solche Punktreihe 
cde zn erkalten, construirt man irgend ein Dreieck abc, dessen 
Seiten ca, ah resp. durck /\ g, h geken, ferner den Durck- 
scknittspunkt d der Strahlen af und hg, endhek den Durckschnitts- 
punkt e der Strahlen ah nnd cd Die Trager aller Punktreiken, 
welche sick sowohl zn fgh als auck zu gfh in perspectiver Lage 
befinden, ohne h zu entkalten, sekneiden den Trager der gegebenen 
Punktreike m einem festen Punkte h (§ 10 extr.). Umgekehrt: 
Gekt der Trager einer zu fgh perspectiven Punktreike cde durck Ti, 
so sind auch gfh nnd cde perspectiv. Sekneiden sick namlich cj, 
dg und eh in h, df und eg m a, so ist ahed em vollstandiges 
Viereck, von welekem zwei Gegenseiten durch f, zwei andere durch 
g und erne fiinfte Seite durch Tz lauft. Da nun h durch die Punkte 
fgh in derselben Weise hestimmt wird, wie h durch fghj so lauft 
die seckste Seite ah durck h^ folglick hh (d. i eh) durck a, so dass 
eg, df und eh in a zusammentrefFen. 

Bamit eine Projechon der geraden Punhi/r&ihe fgh, ohne h m 
enthalten, mgleich eine Projection von gfh sei, ist es nothwendig und 
hmreichend, dass der Trager der Projection mit dem Trager der ge- 
gehenen Punktreike in einem dmreh die letztere hestimmten Strahlen'- 
hundel k liege. Wenn an einem Dreieck ahe die Seiten he, ca, ah 
resp. durck f, g, h geken, so treffen siqh die Strahlen af, hg, ch 
m einem Punkte d. 

Wenn die Punkte cd aus h nacli fg, aus a nach gf projicirt 
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werderiy so giebt es in der Geraden fg zwi Puabte lih, welche aus 
a und & sich nacb denselben Punkten der Geraden ccl piojiciren, 
xind keinen weiteren; yon den Punkten liL ist der erne }i yon seiner 
Projection e verschieden, hingegen der andere h seine eigene Pro- 
jection. Durch die Punkte fgh oder gfli (andere Permutationen 
sind nicbt gestattet) ist also L derart bestimmt worden, dass eine 
Punktreihe cdeTi als Projection yon fglih und von gfhlv erscheint. 
Niin besteht aber zwischen den Punkten genau derselbe Zu- 

sammenbang , wie zwischen den Punkten fgliJu^ und es wird also 
bei jeder Punktreihe, welche, ohne Tt zu enthalten, nach fgli und 
iiach gfk projicirt werden kann, h sich als seine eigene Projection 
ergeben. So ist in der That die Punktreihe aheli mit fg'kh und 
zugleich m]t gfkli perspectiy, die Projections centren smd resp. cl 
und c. Von clem Paare fg (pder gf) tst demnach das Paar liJv 
{oder hh) durch d'le Fordenmg alliangig, dass es moglich sdn soil, 
fghlc und gflih nach einer und derselben PunUreihe a§yd m 
jictren^ wobei nothwendigerweise entweder h mit d oder h nut y 
zusammenfallt, aber der Schein vermieden wird, als mtisse gerade 
Jo nach sich selbst projicirt werden. Halt man fg fest, so ordnen 
sich die librigen Punkte der Geraden fgz\x Paaren lilo^ derart, dass 
aus einem Punkte des Paares der andere sich bestimmt. Pie PunJote 
fg werden allemal durch hlo getrennt Denn es werden entweder 
gh durch fJo oder hf durch gJo oder fg durch hlo getrennt, und 
zwar schliesst jede dieser Lagen die beiden anderen aus; waren 
nun gh durch flo getrennt, so ubertriige sich dies wegen der Per- 
spectivitat auf die Paare und ad und von da wieder auf die 
Paare fh und ebenso wurde die getrennte Lage von hf und glo 
noch die von gh und fJo bedingen. Man sagt in Eucksicht auf die 
getrennte Lage der Paare fg und hlo^ dass fg durch hlo harmo- 
nisch getrennt werden Aber es werden auch hi durch fg har- 
momsch getrennt Denn am Dreieck cbe gehen die Seiten hCj ec, 
ch resp. durch h, Jo, f, wahrend die Strahlen ch, hJo^ eg m einem 
Punkte I sich treffen; es smd n'amlich die Dreiecke chg und IhJoe 
perspectiv, weil ig Iccj gc eh^ ch hlo sich in drei Punkten daf 
einer Geraden schneiden. Dagegen werden gh durch fh^ hf durch 
(jl iiicht harmomsch getrennt u s. w. 

Man nennt die Punkte fghlo harmonische Punkte (erne 
harmonische Punktreihe, ein harmonisches Gebilde in emer Ge- 
raden), fund g conjugirt, ebenso h und 7c; zwei conjugirte Punkte 
bilden em Paar. Man darf die beiden Paare mit einander vertau- 
schen, ebenso in jedem Paare die beiden conjugirten Elemente. 
Wenn also von den acht Anordnungen 
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fglbh gflih fglh gfhh 
hlyfg hhgf Tclifg hligf 

eine Iiarmomscli ist, so sind es auch die librigen; aber keine andere 
Anordnmig derselben vier Punkte ist alsdann liarmonisch. Zii drei 
beliebigen Punkten fgli in einer Geraden kann ein und nur ein 
rieiter Punkt h derselben Geraden so construirt werden, dass fghh 
barmoniscli sind; man nennt 7u den vierten harmoniscben Punkt zii 
den gegebenen Punkten fgh {odex gfh)y welcbe so angeordnet war- 
den^ dass zuerst zwei conjugirte steben und zuletzt derjenige, dessen 
conjugirter fehlt Um zu fgh den vierten harmoniscben Punkt h 
zu construirenj zieht man durch h eine beliebige Gerade und mmmt 
in ihr zwei beliebige Punkte ai, diese werden aus emem Punkte d 
nach fg^ aus einem Punkte c nach gf projicirt; der Strahl ccl be- 
stimmt mfg den Punkt h. Die Geraden cf fa ac l)d sind die Seiten 
eines vollstandigen Vierseits^ an welch em acf drei Ecken sind, 
deren Gegenecken hdg von den Seiten des Dreiecks acf aus der 
Geraden id ausgeschnitten werden. Die Geraden ah cd fg^ welche 
je zwei Gegenecken verbinden, heissen die Diagonalen oder 
Nebenseiten des vollstandigen Vierseits. In der Diagonale fg 
hegen zwei Gegenechen des vollstandigen Vierseits , f und g, atisser- 
dem zwei Durchschnittspunlte mit den heiden anderen Diagonalen, h 
und h; solelie vier Punlcte sznd allemal harmonisch. 

Um zu erkennen^ ob das gerade Gebilde fghh harmonisch ist, 
wird ein perspectives gerades Gebilde a^yd zu Hulfe genommen, 
in welchem cc mit f zusammenfallt oder ^ mit g u s. w. Es mag 
d mit I zusammenf alien; alsdann mussen, wenn fghh harmonische 
Punkte sind, auch die Gebilde gflih und afiyd sich in perspectiver 
Lage befinden. Daraus wird zunachst die harmonische Lage auch 
deV Punkte a^yS erkannt. Um dies auf beliebige perspective Punkt- 
reihen fghh und fgh%', von denen die erstere harmonisch ist, zu 
libertragen, braucht nur noch der Pall gepruft zu werden, wo wedor 
f in f fallt, noch / in g u. s. w. Die Punkte h' und h smd alsdann 
VO einander verschieden, und die Gerade lih wird von den in einem 
Punkte zusammenstossenden Strahlen ff gg' hli hL' in a^yd so 
geschnitten^ dass y mit h\ d mit h identisch ist; es werden a^yd 
harmonisch, folglich auch fglih\ 

Ist von zwei perspechvm geraden Funhtreihen die eine harmo- 
nisch, so zst es auch die andere* Oder; Jede Projection einer har- 
monischen Punktreihe ist wieder harmonisch 

Wenn in einer Planfigur eine Punktreihe harmonisch ist, so 
hat man darm eine graphische Eigenschaft der Planfigur zu er- 
blicken. Bei der Definition harmonischer Punkte werden freilich 
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diese Punkte iiiclit unter sich allem durch grapliisclie Begriffe m 
Beziehung gesetzt^ sondern es mussen nocL. andere Elemente zu 
Hiilfe genonimen werden, und es brauchen die zur Prufung der 
Punktreibe zugezogenea fremden Elemente nicht in der Ebene 
jener Planfigur zu liegen. Aber die bei der Wahl dieser Elemente 
gestattete Willkiir lasst sich benutzen, um die Priifung der Punkt- 
leihe in irgend einer sie yerbmdenden Ebene; also insbesondere in 
der Ebene der betrachteten Planfigur zu bewirken. Gehen wir daher 
zu einer perspectiven centrischen Figur fiber, so dass der Punkt- 
leihe ein Strahlenbfischel entspricht; so wird die an der Punktreihe 
bemerkte Eigenschaft nach dem in § 10 ausgesprochenen Gesetz 
auf das Strahlenbfischel ubertragen, und es wird angemessen sein, 
fur die centrische Figur analoge Definitionen zu geben. 

Demgemass nennt man vier Strahlen fghh in einem Bfischel 
harmonisch, ein harmonisches Strahlenbfischel; wenn ein 
concentrisches Strahlenbfischel cc^yd existirt, welches zu fghh per- 
spectiv ist und zugleich entweder zu gfhh oder zu fghh. Die 
Strahlen f und g heissen conjugirt; ebenso % imd ^5 zwei conjugirte 
Strahlen bilden em Paar; die beiden Paare liegen getrennt. Die 
Satze fiber harmonische Punkte dfirfen wir ohne Wei- 
teres auf harmonische Strahlen fibertragen. Man darf 
also in jedem harmonischen Strahlenbfischel fgU die beiden Paare 
mit einander vertauschen, ebenso in jedem Paare die conjugirten 
Elemente, aber jede andere Vertauschung hebt die harmonische 
Lage auf. Sind die Strahlen a^yd eines Buschels zu den Strahlen 
fghh eines concentrischen Buschels und zu gfhh perspeetiv; so fallt 
entweder y m h oder d in X;. Werden vier harmonische Strahlen 
fghh nach den mit ihnen concentrischen Strahlen a^yh projicirt, 
so sind auch gfhh und a^yh perspeetiv. Ist von zwei perspectiven 
concentrischen Strahlenbuscheln das eine harmonisch, so ist es auch 
das andere. U. s. w. 

Wenn ein Strahlenbfischel und eine gerade Punktreihe sich m 
perspeetiver Lage befinden, so kann man jenes als eine centrische 
Figur, diese in einer den Scheitel des Bfischels ausschhessenden 
Ebene als perspective Planfigur betrachten. Die Prufung, ob em 
Strahlenbuschel harmonisch ist, bewegt sich innerhalb einer centri- 
schen Figur, zu welcher das Strahlenbfischel gehort; die Prufung, 
ob eine Punktreihe harmonisch 1 st, kann man in jeder ihrer Ebenen 
vollziehen. Die harmonische Lage ist demnach eine Eigenschaft, 
wolche sich im Falle der Perspectivitat vom Strahlenbuschel auf die 
Punktreihe und umgekehrt fibertragt. Befindet sich em Strahlen-' 
huschcl mit einm' PunUreihe in perspeetiver Lage und ist das erne 
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Gelilde Jiarmonkchy so zst e$ amh das andere. Jeder Schnitt eines 
IiarmoBisclieii Strahlenbuscbels ist harmonisch; jedes Strahlenbilschel, 
welches cine harmonische Punktreihe projicirt, ist harmonisch, 

Hierans folgt, dass wenn zwei Strahlenbiischel mit einer und 
derselben Punktreihe perspectiv liegen und das eine harmonisch ist, 
auch das andere diese Eigenschaft besitzt Wir konnen also jetzt 
fur alle Gattungen perspectiver Strahlenbiischel den Satz ausspre- 
chen: Ist von moei joefspeetimn Stralilefnbusclieln das eine harmonisch^ 
so ist es auch das andere. Jede Projection eines harmonischen 
Strahlenbiischels ist demnach wieder harmonisch. Ist von emem 
Ebenenbuschel irgend ein Schnitt (Punktreihe oder Strahlenbiischel) 
harmonisch^ so ist es jeder. 

TJeberhaupt: Wenn von ^wei perspechven ehenen Gehilden das 
eine harmonisch %sty so ist es auch das andere. 

Wenn in einer Planfigur ein Strahlenbiischel harmonisch ist, 
so kann man diese Eigenschaft nach der oben gegebenen Definition 
nicht darstellen, ohne aus der Ebene der Planfigur herauszutreten. 
Zu einer anderen Definition , welche keine Elemente ausserhalb der 
Ebene des Bhschels benutzt, gelangt man folgendermassen Von 
emem harmonischen Strahlenbiischel sei a der Scheitel, fghh ein 
Schnitt, also eine harmonische Punktreihe. Im Strahl ah nehme 
ich den Punkt h beliebig-, ah mogen nach fg aus dy nach gf aus 
c projicirt werden Wegen des Zusammenhanges zwischen dem voll- 
standigen Viereck ahcd und den Punkten fgh geht die Seite cd 
durch h] der Schnittpunkt der Seiten ah und cd mag mit e bezeich- 
net werden. Bezeichnet man, wie liblich, Strahlen eines Biischels, 
wenn etwa a der Scheitel ist und die Strahlen resp durch fgh . 
hindurchgehen, kurz mit a{fgh . . .), so sind a{fgh'k) und h(fgh7c) 
perspectiv, ebenso a(cdeTc') und h{cde'k')^ d. i. a{gfh'k) und h(fghk). 
Umgekehrt: Liegen in einer Ebene zwei perspective Strahlen buschel 
a{fgh'k') und i(fghh), und sind auch a{gfhJc) und h(fgh'k) per- 
spectiv, so sind a(fgh]c) harmonisch. Denn wenn die Strahlen 
und hf m Cj af und hg in d sich treffen, so liegt der perspective 
Durchschnitt der Biischel a{gfhJc) und h{fghh) auf der Geraden 
cd, auf welcher mithin ah und hh^^ah und hh sich begegnen 
mussen Von den Strahlen ah und ah ist sicher einer von ah ver- 
schieden, etwa ah, also ah von hh verschieden, h in cd, aber h 
nicht in cd, mithin ahhm einer Geraden, fghh harmonisch, ebenso 
die Strahlen a (fghh), 

Em harmonisches Strahlenbiischel fghh konnen wir demnach 
•auch als em solches definiren, welches zu einem in derselben Ebene 
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entlialtenen StraUenbtiscliel a^yd perspectiv ist uud ausserdem ent- 
weder zu fiayd oder zu a^dy. 

Wenn die Strahlen fg ernes Biischels mit den Strahlen eines 
andern Biiscliels perspectiv liegen und zugleicli mit so sclinei- 
den sich fga^ zu je zweien und liegen demnacli entweder in emeni 
Biludel oder in einer Ebene. leh kann also die obigen Erklarangeu 
in die folgende zusammenfassen: Em Strahlenbuschel fgh'k wird 
barmoniscli genannt, wenn es zu einem andern Strahlenbtisehel a^yd 
perspectiv liegt und und zugleicli zu ^ccyd oder zu a^dy, 

Sind die Strahlenbuschel fglih und gfhh mit dem Strahlen- 
buseliel a^yS perspectiv, so fallt entweder h mit y zusammen oder 
lo mit d. Sind die Strahlenbuschel fgli und gfli mita^y perspectiv, 
h von y verscliieden , so haben sie einen Strabl I, gemein, und es 
smd fgJih harmonisch. Sind die Strahlen fghh harmonisch und 
mit den Strahlen a^yh perspectiv, so sind auch fghl^ und ^ayl 
perspectiv 

Wir geliea jetzt zum Ebenenbuschel dber, Viei Ebeneii fghl 
in einem Biischel werden harmonisch genannt, wenn sie zu eiuem 
Ebenenbuschel cc^yd perspectiv liegen und ausserdem entweder zu 
^ayd oder zu a^dy. Da perspective Ebenenbuschel eine centrische 
Pigur bilden, so ergiebt sich die Mbglichkeit des harmomschen 
Ebenenbixschels aus der des harmomschen Strahlenbiiscbels, wie 
jeder graphische Satz iiber centrische Piguren aus dem entsprecheu- 
den uber Planfiguren. Es sei 0 der Scheitel des Ebenenbundels 
fghka^yd y 0^ em beliebiger anderer Punkt m der Axe des Buschels 
fghh, fgliVa^'yd' der Schnitt jenes Biindels mit einer die Puukte 
0 und 0^ ausschliessenden Ebene, und aus 0^ seien an die Strah- 
len a^'yS' die Ebenen cci^iyid\ gelegt Dann sind fgUk' und 
d^'y'd' zwei Strahlenbtisehel , oc^^^y^d^ ein Ebenenbuschel; fglh¥ 
liegen zu d ^'y d' perspectiv und ausserdem entweder zu a y S' 
oder zu d^'S'y\ folglich liegen fgh'k zu perspectiv und 

zugleich zu /3| oder zu . Die Bigenschaft des Ebenen- 

buschels fghk^ dass es harmonisch ist, kann taernach dargestellt 
werden unter Zuziehung von Ebenen , welche durch einen beliebigen 
Punkt der Axe gehen. 

In dem harmonischen Ebenenbuschel fghh heissen f und g 
conjugirt; ebenso h und k\ es werden fg durch* getrennt, u s w 
Man kann harmonische Ebenen als diejenigen defimren, welche in 
harmonischen Strahlen geschnitten werden 

Befinden sich zwei Ebenenbuschel in perspectiver Lage und ist 
das eine harmonisch, so ist es auch das andere; denn der perspec- 
tive Durchschnitt ist dann zu beiden harmonisch. Befindet sich 
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endlicli eine Punktreilie mit einem Ebeneiibuscliel m perspectiver 
Lage wnd ist das erne Gebilde barmonisch, so ist es aucb das 
andere. 

Diese Bemerkungen und die dazu geborigen friiberen lasseii 
sicb jetzt zii emem Satze veremigen: Wenj't von Bwe% ;pers]^ecUven 
Gebililen das erne liarmonisch tst, so tst es attch das andere. Aber 
die Aiifstelluug eines Satzes, welch ei bei aller Kurze des Ausdrueks 
so viele eiiizelne und verscbiedenartige Erscbeinungen umfasst^ setzt 
beziiglicb der Begnffsbilduug die entsprecbende Zweckmassigbeit 
und Allgemembeit voraus. Es ware scbwerlicb gelungen, diese 
Eigenscbaften bei den Begriffen cler Perspectivitat und der barmo- 
nischen Lage zu eizielen, wenn man sicb auf diejenige Termino- 
logie bescbrankt batte, bei welcber zweien Geraden in einer Ebene 
nicbt nothwendig ein Durcbscbnittspunkt^ zweien Ebenen nicbt notb- 
wendig erne Durcbschnittslinie zukommt. — 

Zu spaterer Anwendung werden bier nocb folgende Satze ab- 
geleitet. 

Wenn die Pnnlde fg sowohl dnreli lilo als dmch uv harnioniscli 
getrennt tverdeyij so Jcann man vo7i den Fimlten fghn dnrch wieder- 
holte Projection m den Punlten fgliv gelangen Beweis: Man kaiin 

ein vollstandigesVierecka&c<^ 
derart construiren; dass ad 
und he in /, hd und ac in 
g sicb schneideuj ab duicb 
h, cd duicb lx, bindurcbgebt. 
Wird l)v von df m a\ ga 
von bf in c getrotfeU; so 
gebt dc durcb u. Also wer- 
den fghu aus d auf be nacb 
fbcc, diese aus g auf ad 
nacb fdaa\ diese aus b auf 
fg nacb fghv projicirt 

Sind demnach fghk und 
fguv harmomsche Gebilde, 
Fig 35 fh durch gu getrennt^ so bind 

fh durch gv geirennL 

Sind fghl und* fguv harmomsche Gebilde, so werden hh durch 
uv mcht getrennt. Beweis; Da fg durcb uv getrennt werden, so 
werden fg aucb durcb eines der Paare hu oder Iw getrennt, etwa 
durcb lx,v] es sind dann fg durcb hu nicbt getrennt, sondern etwa 
fh durcb gu. Also sind nacb dem vorigen Satze gv aucb durcb 
/ h getrennt, aber nicbt durcb fu, folglicb gv durcb hu. Hiernacb 
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liat man iiv cliirch fg getrennt, aber nicbt durcli hg^ folglicb uv 
durcb fhj ferner fL durcli gu getrennt, aber nicbt duich gh^ folg- 
lich fJo durcb endlicb hit durcb fh getrennt^ aber nicbt durcb 
fvy folglicb hu durcb lov^ hi nicbt durcb uv. 

Es seien aic drei Punkte, weicbe nicbt in gerader Linie liegen, 
ABC ibre Verbindungslinien he c a ah ^ e ein Punkt der Ebene 

ahe ausserhalb der Geraden ABG^ 
a endlicb E eine Gerade der Ebene 

'\ ahe aus&erbalb der Buscbel ahe. 

\ \<| Die Strablen A, B, G geben resp. 

/ i///\ iiiit den Strablen ae^ hej ce drei 

$(%/ -JV Durcbscbmttspunkte 62 ^ die 

/ \ Punkte a, h, c geben resp. mit 

\ Punkten AE^ BE^ CE drei 

\ \ \ Verbindungslinien E^, E^, E^, 

I! \ \ Da die Dreiecke ahe und 6^^363 

*\\ perspectiv werden^ so schneiden 

\\ sicb die Strablen A und ^2^3, 

B und e^eij G und 6^62 in drei 
^2 Punkten 5^, ^3 

36 raden; diese Gerade heisst die 

Polare (aucb Harmonikale) 
des Punktes e fiir das Dreiseit ABC oder fiii das Dreieck 
ahe. Da die Punktreiben hce^s^j cae2^2, barmomscb sind; 

so geht die Polare von e fur ABC durch die vierten harmomsehen 
PunUe m hce^, eae2y ahe^, Ebenso begen die Dreiseite ABC 
und E^E2E^ perspectiv, die* Verbindungslinien der Punkte a und 
J?2 ^ nnd E^E^^ c und E^ E2 laufen dm cb einen Punkt, welcber 

als der Pol der Geraden E fiir das Dreieck abc oder fur 


das Dreiseit bezeicbnet wird; durch den Pol von E fur 

ahe gehen die vierten harmomsehen Strahlen 0u BGE^^ OJ.JB2, 
ABE<^. Werden die Punkte ahe mit resp. ^1^2 ^3 durcb die Strablen 
E'E^E'"' verbunden, so ist, da die Punkte chs^e^ barmoniscb 
begen, ae der vierte barmoniscbe Strabl zu BGE\ ebenso zu 
GAE"y ce zu ABE'% also e der Pol der Geraden ^^£2? 

PunM e ist allemal der Pol seiner Polare^ Ebenso ist die Gerade 
E allemal die Polare ihres Poles^ 

Es seien ABC drei Ebenen, weicbe nicbt in einem Buscbel 
begen, ahe ihre Durchschnittslmien BC GA AB ^ E eine Ebene 
des Biindels ili^C ausserhalb der Buscbel ahe^ endlicb e eine 
Gerade des Biindels ABC ausserhalb der Ebenen ABG. Die Strah- 
len a, &, 0 geben resp. mit den Strablen AE, BE, GE drei Ebe- 
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uen E^j E^] die Ebenen J., J?, C geben resp. mit den Ebenen 
ae^ he, ce drei jDurchsclinittslinien e^, e^. Dann geben die Ver- 

bmdungsebenen der Strahlen a und E^E^, h und E^E^, c and 
E^E2 durcb eine Gerade, welcbe die Polare (Harmonikale) 
tier Ebene J? fur das Strahlentripel abc oder fiir das Ebe- 
nen tripel AEG genannt wnrd^ und die Dnrchscbnittslinien der 
Ebenen A und E und G und fallen in eine Ebene, 
welcbe die Polare (Harmonikalebene) des Strables e fiir 
das Ebenentripel AEG oder fiir das Strablentripel ahc 
beisst Die Eolare von E fur ahc liegt in den vierten harmomschen 
Ebenen 0u EGE^, GAE^, AEE^:^ die Eolare von e fm AEG ent- 
lialt die vierten harmomschen Strahlen m bce^, cae^, abe^^ Die 
Ebene E ist die Eolarebene ihres Polarstrahles; der Strahl e ist 
der Eolarstrohl seiner Eolarebene 

Endlicb seien abed vier Punkte, welcbe niebt in einer Ebene 
liegen, AEGD ibre Verbindungsebenen bed eda dab abc^ e ein 
Punkt ausserbalb der Ebenen AEGD, E eine Ebene ausserbalb 
der Biindel abed. Die Ebenen A, G, D geben resp. nut den 
Strahlen ae, be, ce, de vier Durcbscbmttspunkte e^, e^, e^, die 

Punkte a, b, c, d geben resp. mit den Strahlen AE, EE, GE, DE 
vier Verbindungsebenen E^, Eo, E^, E^ Wenn die Ebene abc 
die Gerade cd im Punkte e^2, die Ebene ace die Gerade bd im 
Punkte u . s - w . scbneidet, so tieffen sicb die Strahlen e^^e2i, 

^24 folglicb die Strahlen (in der Ebene bed) 

und ^236^4 (in der Ebene acd) auf der Geraden cd m eineni Punkte 
aj27 die Strahlen e^y^u auf der Geraden bd in einom 

Punkte u. s w ; m der Ebene J.-werden die Punkte 
durcb die Polare von fiir bed verbunden, in der Ebene E die 
Punkte ^23 ^24 ^12 durcb die Polare von 62 fiir eda u. s. w. Folg- 
lich liegen die Punkte 2 ^>1^34 ^^f eiuer Ebene, welcbe 
die Polare (Harmonikalebene) des Punktes e fur das 
Ebenenquadrupel AEGD oder fur das Punktquadrupel 
abed genannt wird Die Eolarebene von e fur AEGD enthalt die 
Eolargeraden von ^2; ^37 '^esp.fur bed, eda, dab, ahc. Ebenso 
geben die Polarstrablen von E^, Ey, -£3, E^ resp. fin BOD, CD A, 
DAB, AEG durcb emeu Punkt, welcber der Pol der Ebene E 
fiir das Punktquadrupel abed oder fur das Ebenenqua- 
drupel AEGD beissi Pur bed ist der Pol der Geraden ^12^13; 
folglicb ist ae fiir BCD der Polarstrabl der Ebene a£j2«i3, ebenso 
be fiir GDA der Polarstrabl der Ebene &^i2% u si w., cl. b. dcr 
Eimkt e ist der Eol seiner Eolarebene. Ebenso ist die Ebene E die 
Eolare ihres Eoles. 
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§ 12. VoB der Reciprocitat. 

Es ist jetzt an der Zeit, auf die zwischen grapMsciien Satzen 
bestehenden Zusammenbange naher einzugehen, welche zuerst in 
§ 9 wabrgenommen werden konnten. Die eine Art der Zusammen- 
gehorigkeit wurde in § 10 begriindet nnd in § 11 bereits benutzfc; 
sie gestattete uns, die Satze uber centriscbe Figuren aus den planime- 
trischen berzustellen nnd zwar derart, dass sick die Punkte in Ge- 
raden, die Geraden in Ebenen verwandeln. Die Satze 1. 2 in § 9 
einerseits und 3 4. in § 9 andererseits boten die ersten Beispiele 
einer solchen Uebertragung. Es findet aber noch erne wesentlieh 
andere Zusammengeliorigkeit statt, welche sick uberdies nickt bloss 
auf jene speciellen Figuren besckrankt. Man brauckt nur den 
Satzen 1, 2, a, b in § 9 die Satze 4, 3^ d, c in § 9 gegeniiberzu- 
stellen, um wakrzunekmen ^ wie die erste Gruppe durek eine sekr 
einfacke Aenderung in die zweite iibergekt; namlick indem man die 
Elemente ;;Punkt^^ und ^^Ebene^^ durckweg mit einander vertausckt. 

Diese Wakrnekmung erstreckt sick auf den gesammten Inkalt 
der Geometrie der Lage; man dart — wie sick zeigen wird — in 
jedem grapkiscken Satze die Worte ^^Punkt^^ und ^^Ebene^^ mit ein- 
ander vertauscken, vorausgesetzt, dass man auck die dadurek be- 
dingten weiteren Vertausckungen vornimmt. Fiilirt man diese Ver- 
tausckungen an irgend emem grapkiscken Satze aus, so erhalt man 
einen (im Allgem einen) andern Satz, der ebenfalls ricktig ist; wen- 
det man sie aber auf den zweiten Satz an, so wird man zum ersten 
zuruckgefiikrt. Man sagt deshalb, es finde in der Geometrie der 
Lage eine Reciprocitat oder Dualitat statt zwiscken den Punk- 
ten und Ebenen, und stellt jedem grapkiscken Begriffe einen reci- 
proken oder dualen Begriff gegeniiber. Dabei ist jeder Begriff 
der reciproke seines reciproken. _;,Punkt^^ und „Ebene^^, ,,gerade 
Punktreike*^^ (Punkte an emer Geraden) und „EbenenbusckeP^ (Ebe- 
nen an einer Geraden), „ Punkte an einer Ebene^^ und „Ebenen 
eines Bundels", ,,Strahlen ernes Bundels" und „Strahlen an einer 
Ebene^^, „Verbindungslmie zweier Punkte und „ Durchsckmttsknie 
zweier Ebenen", „eentrische Figur" und „Planfigur" smd reciproke 
Begriffe. Die „Gerade", das „ Aneinanderliegen", die ;,getrennte 
Lage" von Elementenpaaren, das „Straklenbusehel" (Straklen, welcke 
an einer Ebene und an emem Punkte kegen) sind sick selbst reci- 
prok, d. h. sie werden von jener Vertauschung nickt betroffen. 
Jeder Figiir entsp)rickt erne reciproke Bestekt zwiscken zwei Figuren 
Perspectivitat, wie wir sie in § 10 besckneben haben, so folgt aus 
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den dort gegehenen Erklarungen, dass allemal aucli die reciprokeii 
Figuren perspectiv smd, Wir werden m Polge dessen, wenn wir die 
in § 11 aufgestellten Definitionen prufen, Earmonisclae Punkte niid 
harmonisclie Bbenen fiir reciproke Gebilde und harmonische Strahien 
fur em sich selbst reciprokes Gebilde erklaren. Oder wir sagen 
einfacb: die Begriffe ,,perspectiv'‘ und ..harmonisch'^ sind sich selbst 
reciprok. 

Warden nun in einem grapbiseben Satze alle geometriscben 
BegnflPe durcb die reeiproken ersetzt, so entstebt der reciproke 
Oder duale Satz. Jeder Satz ist der reciproke seines reeiproken. 
Mancbe Satze sind sicb selbst reciprok^ z. B. der Satz: _y;Ist von 
zwei perspectiven Strablenbiisebeln das eiue barmoniscb; so ist es 
aucb das andere^. 

Die Kenntniss der Dualitat in der Geometrie der Lage ist des- 
halb von grossem Nutzen, weil sie die Berecbtigung gewabrt, nacb 
jedem fur riebtig erkannten Tbeoreme, welcbes nicht sieb selbst reci- 
prok ist, sofort ein anderes Tbeorem auszusprecben^ namlicb das reci- 
proke, ftir welches alsdann kein Beweis erforderlicb ist. In der That 
wird man, sobald erst die Dualitat als ein allgeineines Gesetz nacb- 
gewiesen ist, in jedem emzelnen Palle den reeiproken Satz obne 
Weiteres anerkennen mussen. Aber obsebon eine aufmerksame 
Durchsiebt der bisber aufgestellten grapbiseben Tbeoreme binreicbt, 
um jenes Gesetz fiir diese zu bestatigen, so verfiigen wir docb 
augenblicklicb noch niebt vollstandig uber die geeigneten Mittel, 
um es zu seiner Allgemembeit zu erheben, und wir mussen uns 
also jetzt damit begnugen, die Reciprocitat zwiseben Punkt imd 
Ebene mit einer gewissen Einschrankung zu begrunden. 

Grapbisebe Satze wurden zuerst m § 7 bewiesen; es folgten in 
§ 8 und § 9 fast ausscbliesslich ebensolcbe Satze. Von da an 
trugen die Entwickelungen einen ganz bestimmten Charakter; es 
wurden niebt mebr andere Satze bergeleitet als grapbisebe, und es 
wurden aucb bei der Herleitung keine Satze anderer Art benutzt 
Die §§ 10 nnd 11 enthielten also grapbisebe Geometrie mit rein 
grapbiseben Hulfsmitteln, welcbe zuvor in §§ 7, 8, 9 angesammelt 
worden waren. Diese Hiilfsmittel sind iiicht unabhangig von ein- 
ander. Allem das ist fiir unsern Zweek gleichgultig; wir brauclien 
bloss festzubalten, dass man keiner anderen Satze bedarf, um die 
Geometrie der Lage, soweit sie uns jetzt zuganglicb ist, auszubauen. 
Dass in der That alle grapbiseben Tbeoreme, welcbe wir obne Auf- 
stellung neuer Grundsatze beweisen "kbnnten, sich aus jenen Satzen 
herleiten lassen, wird durcb folgende TJeberlegung erkannt 
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Wie aus § 9 (Anfang) zu entnehmen, lasst sicli jedes Theorenij 
welctes anf unserm gegenwartigen Standpunkte iiberhaupt erreicli- 
bar ist, ans den graplnsehen Satzen der §§ 7, 8, 9 in Verbmdung 
mit den Satzeii 6 7. 8. 9. 12. des § 1, dem Satze 10. des § 2 und 
den Satzen 3 6. des § 8 dedneiren. Wenn eigentliche Eleniente 
weder im Theoreme selbst vorkommen noch beim Beweise zu Hulfe 
genommen werden, so wird der Beweis mit jenen grapbisclien 
Satzen allein gefukrt^ die anderen Satze konnen nicht gebraucht 
werden^ so lange keine eigentlichen Elemente auftreten. Wir wollen 
diese beiden Satzgruppen bier als die ^jerste*^* und ,,zweite^* unter- 
seheiden. Wenn man in den Satzen der zweiten Giuppe liberal], 
wo von eigentlieben Punkten in emer Geraden die Rede ist und von 
dem einen gesagt wird, dass er zwiseben zwei anderen liegt oder 
nicbt, die Worte ^^bei ausgeseblossener Ebene iV" bmzufiigt und 
sodann die eigentlieben Elemente iiberall durcb beliebige ersetzt, 
so erbalt man grapbiscbe Satze, welcbe vollkommen richtig sind und 
sicb in der ersten Gruppe aufgefubrt finden 

Handelt es sicb um ein grapbiscbes Theorem, so kommen 
eigentlicbe Elemente im Tbeoreme selbst nicbt vor. Es konnen 
also beim Beweise die Satze der zweiten Gruppe nur dann eine 
Rolle spielen, wenn eigentlicbe Elemente beim Beweise zu Hulfe 
genommen werden. Ist dies der Pall, so fuge man in dem Beweise 
uberall, wo von drei eigentlieben Punkten in einer Geraden die 
Rede ist und von dem einen gesagt wird, dass er zwiseben zwei 
anderen liegt oder nicbt, die Worte „bei ausgeseblossener Ebene 
binzu, ersetze sodann die eigentlieben Elemente uberall durcb be- 
liebige und nebme endlicb statt auf die Satze der zweiten Gruppe 
auf die entspreebenden Satze der ersten Gruppe Bezug Der so 
veranderte Beweis bat voile Gultigkeit; aber er ist von den Satzen 
der zweiten Gruppe durebaus unabbangig, und man kann demnacb 
jedes grapbiscbe Theorem, welches sicb aus den beiden Gruppen 
berleiten lasst, sebon mit Plulfe der ersten Gruppe beweisen. 

Die Geometric der Lage muss sicb also darauf be- 
schranken, aus den graphischen Satzen der §§ 7, 8, 9 
Polgerungen zu zieben, bis eine Vermebrung ihres Stof- 
fes durcb das Hinzutreten neuer Grundsatze mbglicli 
wird. 

Es hat jetzt keine SiJhwierigkeit, die Reciprocitat zwiseben 
Punkt und Fbene ftir die Geonietrie der Lage, soweit sie aus den 
bisberigen Grundsatzen sicb entwickeln lasst, zu begrbnden. Das 
Gesetz der Reciprocitat wird zunachst filr die graphischen Satze der 
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§§ 7, 9 als lichtig erkannt, da der reciproke Satz ernes jeden 

ebenfalls zu dieser Gruppe gehort Jeder andere Satz^ der in Be- 
tracht kommen kann, ist eine Polgerung aus diesen Satzen. Bei 
semem Ansspruclie nnd beim Beweise werden nur graphiscbe Be- 
gnflfe verwendet. Dabei kann man sich auf die Stammbegriffe be- 
scbrankenj die iibrigen sind aus den Stammbegriflfen abgeleitet und 
konnen mit Hulfe der betreffenden Defimtionen berausgeschafft wer- 
den. Jenes Tbeorem ist also das Ergebniss einer Betrachtung^ in 
welcber nur die grapbiscben Stammbegriffe vorkommen und nur auf 
"^ie oben bezeichneten grapbiscben Satze Bezug genommen wird. 
Venn man in dieser Betracbtung durcbweg das Wort ^^Punkt^^ 
urcb ,;Ebene'‘, ^^Ebene'* dureb ,,Punkt'" und die benutzten Lebr- 
atze dureb die reciproken ersetzt^ so bleibt ibre Ricbtigkeit unge- 
iindertj aber in ibrem Ergebmss findet man ^,Punkt^^ und ^^Ebene^^ 
mit emander vertausebt, d. b. man hat das reciproke Tbeorem be- 
wiesen. 

Das Gesetz der Reciprocitat zwiseben Punkt und 
Ebene ist hiernacb wenigstens in den angedeuteten 
Grenzen giiltig^ muss abei spater von Neuem gepriift 
werden. 

Kommen wir jetzt nocb einmal auf die Satze des § 9 zuriick. 
Es eriibrigt nocb, die Beziehungen zwiseben den Satzen 1 und 3, 
2 und 4 zu untersueben. Die ersteren bandeln von Planfiguren, 
die letzteren von centriseben Figuren. Dem entspreebend wird 
aucb die folgende Betracbtung zu Uebertragungsgesetzen fiihren; 
welcbe ebene Piguren wieder in ebene, centriscbe in centrisebe vei- 
wandeln und auf andere Figuren iiberhaupt keine Anwendung finden 

Die Satze 1. und 3. des § 9 geben in einander tiber, wenn man 
die Elemente ,,Punkt^^ und „Gerade^^ durcbweg mit ^einander ver- 
tausebt. Wenn man nun die bisher aufgestellten grapbiscben Satze, 
soweit sie sicb auf Planfiguren bezieben, durcbmustert, so beobaebtei 
man uberall die Zulassigkeit jener Vertausebung; und da dies — 
wie sicb zeigen wird — auf einem allgemeinen Gesetze berubt, so 
sagt man, es finde in der grapbiscben Planimetrie eine Reciprocitat 
Oder Dualitat statt zwiseben den Punkten und Geraden, und stellt 
jedem grapbiscben Begnffe der Planimetrie einen 'reciproken oder 
dualen Begnff gegemiber Bei dieser auf die Ebene beziiglicben 
Reciprocitat sind ,, Punkt und ,,Gerade^^, „gerade Punktreihe^^ und 
„StrablenbilscbeP^, „ Verbindungslmie zweier Punkte^^ und „Durch- 
scbmttspunkt zweier Geraden reciprok, das „Aneinanderliegen" und 
;,Getrenntliegen^^ sich selbst reciprok. Sind zwei Piguren in einer 
Ebene nacli den in § 10 gegebenen Defimtionen perspectiv, so sind 
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allemal anch die reciproken Piguren perspectiv. Darans folgt weiter, 
dass die Begriffe perspective und ^.^Jiarmoiiisclie auch in der Ebene 
sich selbst reciprok sind. 

Werden in einem grapkischen Satze^ welclier von einer Plan- 
figur handelt; alle Begriffe dnrcli die reciproken ersetzt, so entsteht 
der reciproke oder duale Satz der Plammetrie , dessen reciproker 
Satz wieder der ursprungliche ist; und wenn man von zwei solcken 
Satzen den einen bewiesen kat, so darf man den andern ohne einen 
besondern Beweis ausspreeken. Hierin bestekt das Gesetz der 
Dualitat fiir die Planfiguren, von dessen Giiltigkeit wir uns 
jetzt uberzeugen wollen 

Wir kommen sogleick auf den ricktigen Weg, wenn wir be- 
aekten, dass der Uebergang von Satz 1 . des § 9 zu Satz 3 durck 
Satz 2 . vermittelt werden kann. Man gelangt von 1 zu 2 . durck 
die eine, von 2. zu 3. durck die andere der beiden sckon begriin- 
deten Uebertragungsregeln und wird demgemass von 1 zu 3 durck 
eine Verknupfung beider Regeln direct gelangen Wir verfolgen 
den Hergang an irgend einem grapkiscken Satze der Planimetne. 
In emem solcken kann nur die Rede sem von Punkten und Geraden, 
die an einer Ebene liegen* vom Aneinanderliegen der Elemente 
und vom Getrenntliegen der Paare Der Satz bleibt giiltig, wenn 
man in ikm die Punkte durck Geraden, die Geraden durck Ebenen, 
die Ebene durck einen Punkt ersetzt, aber er beziekt sick jetzt auf 
eine centrische Figur. Dem so erhaltenen Theoreme entspricht ver- 
mbge der Reciprocitat zwiscken Punkt und Ebene wieder ein plani- 
metrisckes Theorem 5 um dieses herzustellen , habe ich in der zwei- 
ten Fassung die Ebenen durck Punkte, den Punkt durck eine Ebene 
zu ersetzen, wakrend alles Andere ungeandert bleibt Die beiden 
Uebertragungen, nack einander ausgefukrt, haben also auf den vor- 
gelegten Satz die Wirkung, dass sick die Punkte in Geraden und 
die Geraden in Punkte 'verwandeln, d. li sie lieferii den dualen 
Satz der Planimetne 

Piir die centrischen Figuren bestekt ein aknlickes 
Gesetz, nack welckem die Satze 2 . und 4. des § 9 zusammen- 
gehbren Man darf m jedem grapkiscken Satze, der von emer cen- 
tnscken Pigur kandelt, die Elemente „Gerade" und ,, Ebene" mit 
emander vertauschen und demgemass von einer fur solcke Satze 
gultigen Reciprocitat zwiscken den Geraden und Ebenen sprecken. 
Bei dieser sind „ Aneinanderliegen", „ Getrenntliegen", „perspectiv" 
und „karmonisck" sick selbst reciprok, „Gerade" und „ Ebene", 
„ 8 trahlenbtischel" und „Ebenenbusche]", „ Ebene zweier Strahlen" 

Pasoh, Vorleiungen 7 
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uod ^.jDareliselinittslmie zweier Ebenen^' einander reciprok. Wenn 

von zTvei recipioken Satzen iiber centrische Figuren der erne nebtig 
ist, so ist es auch der andere. Urn sich hiervon zu iiberzeugen, 
braucit man nur die Duabtat zwiscben Punkt and Ebene auf die 

vorige Betraebtnng anznwenden. 

Bei der Begriiiiduiig der Dualitat zwiscbeD den Punkten nnd 
Geraden an einer Ebene nnd der Dualitat zwiscben den Geraden 
und Ebenen an einern Punkte haben wir die Duabtat zwiscben den 
Punkten und Ebenen benutzt. Da diese nocb nicbt ohne eine ge- 
wisse Einsebrankung bewiesen werden konnte, so bleibt vorlauflg 
auch an jenen die entsprecbende Einsebrankung baften. Wir kom- 
men auf das allgemeine Dualitatsgesetz , wenn weitere Grundsatze 
eingefiibrt sein werden, wieder zuriick (§§ 16. 18), urn es von der 
erwahnten Besebrankung zu befreien. Ist dies gesebeben , so wird 
der beziiglich der beiden specielleren Dualitatsgesetze gemaebte Voi- 
bebalt von selbst binfalbg. — 

leb sagte: Alles, was wir von grapbiscber Geometrie jetzt ber- 
stellen konnen, bestebt in Polgerungen aus den grapbiseben Satzen 
der §§ 7—9; in diesen fcann man die Worte Punkt und Ebene 
durcbweg vertauseben; desbalb gelten aucb die Polgerungen unge- 
scbmalert weiter, wenn man in ibnen die Worte Punkt und Ebene 
durcbweg vertausebt. Es muss in der That, wenn anders die Geo- 
metrie wirklicb deductiv sein soli, der Process des Polgerns iiberall 
■unabbangig sein vom Svnn der geometrischen Begriffe, wie er un- 
abbangig sein muss von den Figuren; nur die in den benutzten 
Satzen, beziebungsweise Definitionen niedergelegten Bemlmngen 
zwiscben den geometriscben Begnffen diirfen in Betracbt kommen. 
Wabrend der Deduction ist es zwar stattbaft und niitzlich, aber 
kemeswegs nbthig, an die Bedeutung der auftretenden geometriscben 
Begriife zu denken, so dass geradezu, wenn dies nothig wird, dar- 
aus die Luckenhaftigkeit der Deduction und (wenn sich die Lucke 
nieht durcb Abanderung des Raisonnements beseitigen lasst) die 
Unzulanglicbkeit der als Beweismittel vorausgeschickten Satze ber- 
vorgebt. Hat man aber ein Theorem aus einer Gruppe von Satzen 
— wir wollen sie Stammsatze nennen — in voller Streiige de- 
ducirt, so besitzt die Herleitung einen uber den ursprttnglicben 
Zweek binausgebenden Wertb. Denn wenn aus den Stammsatzen 
dadurcb, dass man die darin verknttpften geometriscben Begnffe 
mit gewissen anderen vertausebt, wieder ricbtige Satze bervorgeben, 
so ist in dem Tbeoreme die entsprecbende Vertauschung zulassig; 
man erbalt so, obne die Deduction zu wiederbolen, einen (im AJl- 
gemeinen) neuen Satz, eine Polgerung aus den veranderten Btamm- 
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satzen. Von dieser Berechtigung wurde schon im ersten Para- 
graph en wiederholt Gebrauch gemacht^ dann im dritten und vierteH; 
endlich im gegenwartigen Paragraphen nieht bloss zur Begrtmdung 
der Dnalitat zwischen Punkt nnd Ebene, sondern sebon beim Be- 
weise der Behaupking, dass alle uns jetzt znganglichen gra- 
phischen Satze sich aus den graphischen Satzen der §§ 7 — 9 fol- 
gern lassen. 

Die im ersten nnd sechsten Paragraphen gegebenen Bemer- 
kungen fiber das Beweisverfahren werden hierdureh vervollstandigt. 
Man wird diese Erorterung nicht fur uberfltissig erklaren, wenn 
man darauf achtet, wie oft die besprochenen Anfordernngen xiner- 
fullt bleiben, sogar in Schnften, welche sich die Begrundung 
der Geometrie oder anderer mathematischer Disciplmen zur Auf- 
gabe machen. Der allgemeinen Auffassung nach sollen die Lehr- 
satze logische Polgerungen aus den Grundsatzen sein. Aber 
nicht immer bringt man sich alle benutzten Beweismittel ausdruck- 
lich zum Bewusstsein. Dass dies zum Theil von der Anwendung 
der Piguren herriihrt, ist in § 6 besprochen worden; aber selbst 
wenn kein sinnliches Bild, nicht einmal die bewusste mnerliche 
Vorstellung eines solchen, zugelassen wird, so iibt der Gebrauch 
vieler Worter, mit denen namentlich die einfacheren geometnschen 
Begriffe bezeichnet werden, an sich schon einen gewissen Einfluss 
aus. Einen Theil der Ausdriicke, mit deren Handhabung im tag- 
lichen Leben wir durch friihzeitige Gewbhnung vertraut geworden 
sind, treffen wir in der Wissenschaft wieder an; und wie im tag- 
lichen Leben beim Gebrauche jener Ausdrucke zugleich allerhand 
Beziehungen zwischen den entsprechenden Begriffen sich mit unseren 
Gedanken verfleehten, ohne dass wir uns davon besondere Rechen- 
schaft geben, so gelingt es selbst in der strengen Wissenschaft 
nicht leicht, die unbewussten Beimischungen ganz fernzuhalten. 
Eben diese Beimischungen miissen an das Licht gebracht werden, 
damit die Grundlage, auf welcher sich die Geometrie aufbaut, in 
ihrem wahren Umfange zu erkennen sen 

Bei der Aufsuchung neuer Wahrheiten wird man sich unbe- 
denklich aller Mittel bedienen, welche zum Ziele fiihren konnen. 
Anders verhalt es sich mit der Priifung und Darstellung des Ge- 
fundenen, welche in der Mathematik nur dann befriedigt, wenn die 
neue Thatsache als eine Folge der bekannten Thatsachen erscheint. 
Diese Porderung ist wohl aus der Wahrnehmung entsprungen, wie 
man in der Mathematik reichhcher als auf irgend einem andern 
Gebiete die Moglichkeit antrifft, durch Schlussfolgerungen allein, 
ohne besonderes Experiment, Neues und Richtiges aus Bekanntem 
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zu iBudeB ; sie wird urn so sicherer von selbst je weiter man 

sicii von den Grundbegriffen entfernt^ je ansscbliessliclier man also 
mit znsammengesetzten Begnffen umgeht^ die wegen iiirer nicht 
gemeinfassliehen Bedeutung keine Eelationen zulassen, welche sicL. 
nnbemerkt in erne Scblnssfolgerung einsclileiclien konnten Wenn 
non die Mathematik an die streng deductive Metbode, der sie ge- 
lecbt zu werden verniag, sich wirklicb bindet^ so darf man Merin 
keinen liberfliissigen Zwang erblicken Der Werth jener Metbode 
bestebt darm, dass die ibr entspreebende Auffassung des Beweis- 
verfabrens alle Willkur ausscbliesst, wabrend bei jeder andern Auf- 
fassung die Unanfeclitbarkeit der Beweise aufbortj weil der Be- 
urtbeilung keine scbarfe Grenze gezogen werden kann Die 
Unanfecbtbaikeit der Beweise, durcb welche die Lebrsatze auf die 
Grundsatze zuruckgefubrt werden, im Verein mit der Evidenz der 
Grundsatze selbst, welche durcb die emfacbsten Erfabrungen ver- 
burgt sein sollen, giebt der Mathematik den Charakter hocbster 
Zuverlassigkeit, den man ibr zuzuscbreiben pflegt Um diese Eigen- 
scbaften iiberall zu erzielen, wird man sicb allerdings zu inancber 
Weitlaufigkeit genbtbigt seben; aber auf der andern Seite werden 
gerade durcb erne pracise Darstellung gewisse Veremfachungen er- 
moglicbt. Zunacbst hat die erbobte Verwendbarkeit der Beweise 
sicb scbon wiederliolt als nutzlich erwiesen (vgl S. 99). Sodaun — 
und darauf mocbte ich bier das Hauptgewicbt legen — erkennt 
man bei soldier Darstellung die Bntbebilichkeit gewisser Bestand- 
theile, welche gewobnbeitsmassig mit uberliefert werden. Die Wis- 
senscbaft scbopft einen Tbeil ibres Stoffes unmittelbar aus der 
Spracbe des taglicben Lebens. Aus dieser Quelle smd Ausdrucks- 
weisen und Anscbaunngen, mit denen man wissenschaftlicbe Satze 
nicbt formuliren sollte, aucb m die Mathematik bineingelangt und 
dort die Veranlassimg geworden, dass gewisse Partieen unklar er- 
seheinen, und dass sicb zablreicbe Discussionen, namentlich iiber 
geometrisebe Dinge, erhoben baben, Welche Eolle die einzelnen 
Begriffe und Eelationen in dem Systeme spielen, wieweit sie ftlr 
das Ganze nothwendig oder entbehrlich smd, tritt nur bei absolut 
strenger Darstellung an den Tag. Erst wenn auf solchem Wege 
die wesentlicben Bestandtheile vollstandig gesammelt, die uberfltis- 
sigen aber ausgescbieden sind, wird man fur jene Discussionen, 
soweit sie nicbt dadurcb gegenstandslos werden, die nchtige Grund- 
lage besitzen. 
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§ 13. VoB den congrnenten Fignren. 

Bei der geometrisclierL Betraclitung einer Figur wird immer 
Torausgesetzt, dass ilire Bestandtheile einem festen Korper ange- 
horen oder docli mit emander m hinreichend fester Verbmdung 
stehen. In den bisLerigen Entwickelungen wurde sogar angenom- 
men, dass alle in einer und derselben Betrachtung auftretenden Ele- 
mente eine Figur im obigen Sinne bilden, und wenn also zwei 
Figuren in Beziehung gebracbt wurden, wie dies z. B. bei der Er- 
Marung der Peispectivitat gescbab, so mussten jene Figuren mit 
emander fest verbunden sein. 

Wir werden jetzt, um den Begriff der Congruenz einzufubren, 
uns fiir einige Zeit auf Figuren besebranken^ welcbe nur aus Punk- 
ten zusammengesetzt sind, und zwar aus eigentlicben Punk- 
ten. Wir balten daran fest, dass jede Figur auf einem festen 
Korper verzeicbnet ist, aber wir verlangen mcbt, dass alle gleicb- 
zeitig betracbteten Figuren sicb auf einem und demselben festen 
Korper befinden. Ist eine Figur ahcd gegeben, so darf man die 
Punktgruppen ac, ahc u. s. w, ebenfalls Figuren uennen; aber 
wenn zwei Figuren ef und gli gegeben smd, so kommt der Punkt- 
giuppe efgli der Name einer Figur nicbt notbwendig zu^ weil die 
Figuren ef und gli moglicherweise gegen einander beweglicb sind. 

Es seien, um mit dem einfacbsten Falle zu begmnen, zwei fest 
verbundene Punkte gegeben und zwei ebenfalls fest verbundene 
Punkte ah\ Die Figuren ah und aV sind entweder gegen ein- 
ander beweglicb oder nicbt. Wir nebmen zuerst an, dass sie gegen 
emandei beweglicb sind. Man kann daim (nacbdem etwaige sto- 
reiide Bestandtbeile der festen Korper beseitigt sind) die Figuren 
bewegen, bis die Punkte a und a' anemanderstossen oder die Punkte 
h und ¥. Wenn es gelingt, beides gleicbzeitig zu bewirken, so 
sagt man, dass die Figuren ah und a¥ zum Decken gebracbt 
sind, und wenn die Figuren bierauf wieder beliebig bewegt wer- 
den, so wird von ibnen gesagt, dass sie einander zu decken ver- 
mogen. 

Wie immer die Figur ah gegeben sein mag, so kann man 
Figuren lierstellen, welcbe im Stande smd, ah zu decken. Man 
wird sicb dazu eines festen Korpers bedienen, welcber die Punkte 
a und h gleicbzeitig zu beriibren vermag; auf einem solcben wer- 
den zwei Punkte a und § so gewahlt, dass die Figuren ah und 
sicb zum Decken bringen lassen. Man bewegt z B. einen Stab 
(Maasstab, Lineal) an die Punkte a und h beran und vermerkt auf 
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ilim die Stellerty welche an a imd h stossen; oder man stellt die 
Spitzen ernes Zirkels auf die Punkte a und h, so dass die Spitzen 
mit a imd /S bezeicknet werden konnen. Es ist gleicbgiiltig, welcbe 
Spitze auf welclie auf & gestellt war; liberhaiipt, wenn die 
Figur im Stande war ai zu decken, so kann sie auch 
mit ha zum Decken gebracbt werden. 

Ich kebre jetzt zu den Figuren ah und ah' zuriick^ von denen 
vorlaufig angenommeii wurde, dass sie gegen einander beweglich 
sind. Mit bezeichne icb eine gegen ah und dV beweglicbe 
Figur, welcbe mit ah zum Decken gebracbt werden kann, und 
priife, ob aucb dh' und zum Decken gebracbt werden konnen. 
Is zeigt sich, dass diese Priifung die vorige, bei welcber ah und 
dh' unmittelbar vergliehen wurden, vollstandig ersetzt, d. b. wenn 
(ausser ah und afi aucb) dh' und «j3 sicb decken konnen, so kon- 
nen ah und dh' sicb decken, und umgekebrt Wenn von den di'ei 
Figuren ah, dh', eine die beiden andern decken kann, so konnen 
diese beiden sicb decken. 

Seben wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren ah und dV 
gegen einander beweglich smd oder nicbt Icb kann jedenfalls 
eine Figur berstellen, welcbe gegen jene beiden Figuren beweglich 
ist und mit der einen zum Decken gebracbt werden kann. Ist es 
moglicb, erne und dieselbe Figur sowobl mit ah als auch mit dV 
zum Decken zu bringen, so beissen die Figuren ah und dV con- 
gruent. 

Wenn die Figuren ah und a'h' gegen einander beweglich smd, 
so erweisen sie sicb als congruent, wenn sie sich zu decken ver- 
mogen, und es ist alsdann die Zuziehung einer dritten Figur nicbt 
nothig. Wenn die Figuren ah und dh' mit einander fest verbun- 
den, z. B. auf einer und derselben Platte verzeicbnet smd, so ist 
es zwar nicbt unmoglicb, die feste Verbmdung zu Ibsen; aber es 
ist immer erwunscbt, unter Umstanden sogar notbwendig, ein anderes 
Mittel zur Vergleicbung zu besitzen. In der That sind wir gewohnt, 
solcbe Figuren durcb Vermittelung einer Hulfsfigur zu vergleichen, 
welcbe m der Regel durcb zwei Punkte an emem Stabe oder durcb 
die Spitzen eines Zirkels dargestellt wird. Und diese Vermittelung 
ist geradezu notbwendig, wenn die Figuren ah und dh' einen oder 
beide Punkte gemein baben. Es sollte nicbt ausgescblossen werden, 
dass d mit a zusammenfallt oder mit 5; es konnen innerbalb einer 
Figur ahh' die Tbeile ah und ah' congruent sein. Auch ist scbon 
oben die Figur ha neben der Figur ah aufgetreten, und wir baben 
bemerkt, dass eine und dieselbe Figur im Stande ist, jene beiden 
zu decken Die Figuren ah und ha sind demnach con- 
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gruent zu uenneii; ohne dass sie erne directe VergleichuBg ge- 
statten. 

Wir liaben, wenii auch zunaclist nur fur den emfaclisten Fall, 
einen neuen Grundbegriff eingefuhrt, namlieh den Begriff zweier 
Figuren, welche zum Decken gebractt werden konnen, nnd mit 
Hulfe desselben die Bedeutung des Wortes ,,, congruent^* erklart. 
Wir baben zngleich mehrere sehr einfache, auf den neuen Begriff 
bezilgliche Thatsachen erwahnt, welcbe unmittelbar aus der Erfali- 
rung zu entnebmen smd. Diese Thatsachen und erne Keihe anderer 
von gleicber Bescbaffenbeit babe ich jetzt als Grundsatze zu for- 
inuliren, nacb deren Herstellung wieder die deductive Entwickelung 
Platz greift Ich spreche zuerst den folgenden Grundsatz aus: 

I. Grundsatz. — Die Figuren at und ha smd congruent. 

Sind drei Figuren at, dh\ d'V gegen emander beweglieh, so 
i&t scbon coDstatirt wordeu^ dass dh' und a"h" einander decken 
konnen, wenn ah beide zu decken verniag Sehen wir aber wieder 
davon ab, ob die Figuren fest verbunden sind oder nicht, und setzen 
wir voraus, dass ah und dV congruent sind, zugleich auchaSund 
d'V'^ Es kann also erne Figur zum Decken gebracht werden 
mit ah und dV, ferner eine Figur d mit ah und d'V') ist 
gegen ah und dV , dp' gegen ah und d'h" beweglich Die Figuren 
ah und ccP sind congiuent; da sie moglicherweise fest verbunden 
sind, so sei AB eine gegen die vorigen bewegliche Figur, welcbe 
ah decken kann. Es konnen sicb alsdann decken AB und ah, 
aP und ah, dp' und ah, folglich AB und ap, AB und dp'; 
ferner a'V und oj/J, d'h" und dp', folglich AB und dh', AB und 
a"h", d. ii. dV und d'h" sind congruent. Smd zwei Figuren dV 
und d'h" emer Figur ah congruent, so smd sie einander con- 
trrueni Diese Thatsache wird einen besonderen Fall des siebenten 
Grundsatzes bilden, 

Ist eine Figur ah gegeben, so kann man eine congruente Figur 
dV herstellen, von der man den einen Punkt, etwa d, beliebig 
wahlen darf. Man kann namhch erne Figur aP herstellen, welche 
gegen die Figur ah und den Punkt d beweglich und ah zn decken 
im Stande ist; mit Hiilfe von aP (also z. B. des Zirkels) wird so- 
dami V aufgefunden und nothigenfalls mit d in feste Verbindung 
gebracht. Diese Thatsache ist als einfachster Pall im achten Grund- 
satze mit enthalten. Hier ist jedoch hinzuzufugen, dass in Betreff 
des Punktes b' noch eine bestimmte Porderung gestellt werden darf. 
Der Punkt d konnte beliebig gewahlt werden; lassen wir*ihn mit 
a zusammenfallen und ziehen von a aus eine gerade Strecke nach 
irgend emem Punkte c, so dass die Figur ahc entsteht. Man kann 
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verlangen, dass V in dieser Btreeke oder in ihrer Verlangerung 
liber c hinaus augegeben werde; ein soleber Punkt existirt allemal 

unc! zwar nur einer. 

II. Grundsatz. — Zur Figur ale kann man emen und nnr 
einen eigentlielien Pnnkt V derart hinzufiigen; dass al und ah 
congruente Figuren warden und V in der geraden Strecke ac oder 
c in der geraden Stiecke aV liegt. 

Wird also die gerade Lime ac mit 
g bezeicknet und in ihr der eigentliche 
/ Punkt G ausserhalb des Scbenkels ac 

/ angenommen, so giebt es in der Geraden 

^ e' €x. ^ ^ g '2.‘wei (und nicht mehr) eigentliche 

Punkte, V und V', von denen der eine 
im Schenkel aCy der andere im Schenkel ac liegt^ so dass al, al\ 
aV congruente Figuren sind. Man kann I' und b" etwa mit Hiilfe 
des Zirkels bestimmen 

Betrachten wir jetzt zwei Figuren ale und dVcy welche aus 
je drei Punkten bestehen. Sie sind entweder fest mit einander 
verbunden oder nicht. Urn beide Falle zugleich zu beriicksichtigen, 
gehe ich davon aus^ dass stets eine Figur a^y herstellbar ist, welche 
gegen jene beiden bewegt und mit der einen, etwa mit alCy zum 
Decken gebracht werdeii kann, wobei die Punkte a und (z, b und 
c und y aneinanderstossen Eine solche Figur lasst sich auf 
jedem fasten Kbrper verzeichnen, der die Punkte abc gleiehzeitig 
zu beruhren vermag. Ist es moglich, eine und dieselbe Figur a^y 
sowohl mit abc als aueh mit dVe zum Decken zu bringen, so 
heissen die Figuren abc und db' c congruent. Jetzt ist es aber 
nicht mehr gleichgultig, in welcher Reihenfolge die Punkte ge- 
schrieben werden. Wenn die Figur a^y im Stande ist abc zu 
decken, so ist sie im Allgememen nicht im Stande lac zu decken 


Wenn die Figuren abc und db' d congruent sind, so smd zwar 
auch bac und b'dd congruent, aber im Allgemeinen nicht bae 
und db'e. Die :^usammengehorigen Punkte, a und d, b und b'j c 
und Cj werden homologe Punkte der congruenten Figuren genannt. 

Mit der Figur abc ist die Figur ab als ein Theil gegeben, 
welcher mit der Figur a zum Decken gebracht werden kann Ist 
nun afiy im Stande, abc und db'c zu decken, kbunen also a/J 
und db' sich decken, so smd die Figuren ab und db' congruent, 
Wir werden die Figuren ab und db', ac und dd, be und b' d 
homologe Theile der congruenten Figuren abc und db'd 
nennen. Dass solche homologe Theile congruent smd, bildet einen 
besonderen Fall des sechsten Grundsatzes. 
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Die Figur aic kann aus drei Punkten einer Geraden bestehen 
Nehmen wir an, dass c m der Geraden ab zwiscben a nnd b liegt, 
dass die Figuren ab und aV mit zum Decken gebiacbt werden 
kouneu, und dass a mit b, d mit V, a mit durch gerade Strecken 
verbunden sind Fringe ieh ah und ccjS zum Decken, so nekme 
ich wahr, dass die Punkte der Strecke ah an die Punkte der Strecke 
«/3 stossen und umgekehrt, und man sagt daher, dass die Strecken 
ah und zum Decken gebracbt seien; zugleicb ergiebt sich ein 
^ bestimmter Punkt y der Strecke welcber an 

2 • • den Punkt c stosst. Auch. die Strecken cc§ und 

•- • a'h' werden sich decken konnen, und man nennt 

“ c 6 desbalb die Strecken ah und a'h' congruent. Bringt 

man nun die Strecken aj3 und a'h' zum Decken, so ergiebt sich ein 
bestimmter Punkt e der Strecke dh', weleher vom Punkte y gedeckt 
wird, so dass aha und dh' 6 congruente Figuren sind 

III. Grundsatz. — Liegt der Punkt c innerhalb der geraden 
Strecke ah und sind die Figuren dbc und a'b'c' congruent, so liegt 
der Punkt c' innerhalb der geraden Strecke dV 

Congruente Strecken kommen in Betracht, wenn erne Strecke 
ah mit einer anderen it® gemessen werden soli Nach den Vorbe- 
raerkungen zum zweiten Grundsatze kann ich anf dem Sehenkel ah 
den Punkt Cy so angeben, dass ac^ und uv congruente Figuren 
werden; es handelt sich hier nur um den Fall, wo zwiscben a 
und b zu liegen kommt. Ich kann (II.) die Strecke acj bis — 
und zwar nur auf eine Art — so verlangern, dass die Strecken 
c,a und c,c_, congruent werden, folglieh auch ac, unde, C 2 - Ebenso 
kann ich die Strecke CiC.^ um die congruente Strecke Terlan- 
gern, diese um die congruente Strecke C 3 C 4 u s f. Beim Messen 


a C, C3 Cj c^ ^ + x 

wird jedoch ein bestimmtes Ziel erstrebt und auch erreicht Man 
verfolgt namlich die Eeihe der Punkte CjCjC^ . . nur bis zum Punkte 
Cnj wenn b eiitweder mit e« zusammenfallt oder von den Punkten 
Cn und e„ + i emgesehlossen werden wurde, und zu einem solchen 
Punkte Cn kann man allemal durch erne endliche Anzahl von Con- 
structionen gelangen. 

IT. Grundsatz. — Liegt der Punkt Cj innerhalb der geraden 
Strecke teb, und verlangert man die Strecke ac, um die congruente 
Strecke c^c^, diese urn die congruente Strecke u. s. f., so ge- 
langt man stets zu einer Strecke Cne» + i, welche den Punkt b 
enthalt. 
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Betrachten wir wieder die Figur ahc^ aus diex Punkten einer 
Geraden besteliend^ und nehmen wir jetzt an, dass die Strecken ac 
und he congruent^ also c zwischen a imd & gelegen ist. Erne Pigur 
a§y werde hergestellt , welcLeaSc? zu deckea vermag. Werden die 
Strecken ha und zum Deckeii gebrackt; so deckt f einen be- 
stimniteii Punkt der Strecke 6a, der von c nicht verscbieden sein 
kann; die Piguren etbc und hae sind demnach. congruent. Abet 
auch wenn ahe nicht in gerader Liiiie liegen^ wird dieselbe Beob- 
achtung gemacht. 

T. Grundsatz. — Wenn in der Figur ahe die Strecken ac 
und he congruent smd, so sind die Piguren ahe und hac congruent. 

Diese Thatsaclie kann noch in anderer 
Form ausgesprochen werden. Wenn ca 
und ya beliebige Strecken, aber niclit 
fest verbunden sind, so kann man sie 
gegen einander bewegen, bis die Punkte c 
und y aneinanderstossen und zugleich entweder a an einen Punkt 
der Strecke ya oder a an einen Punkt der Stiecke ca. Bs wird 
dann jeder Punkt des Schenkels ca Yon einem Punkte des Schen- 
kels ya gedeckt und umgekehrt, und man wird daher sagen, es 
seien die Schenkel ca uud ya zum Decken gebracht. Wenn in der 
Figur ahe die Strecken ca und ch zu yerschiedenen Geraden ge- 
hbren, ebenso in der Figur a^y die Strecken ya und y^^ und die 
Piguren nicht fest verbunden sind, so kann man sie bewegen, bis 
die Schenkel ca und ya sicli decken odei die Schenkel ch und y(i. 

Gelingt es nun, beides gleich- 
7 zeitig zu bewirken, so sagt man, 

A cs seien die Wmkel ach und ay^ 
zum Decken gebracht^). Wenn 
die Winkel ach und ay^ sich 
ji decken konnen, so braucht dies 
von den Figuren ach und ayfi 
nicht zu gelten; dazii ist viel- 
mehr noch nothwendig und hmreichend, dass die Strecken ca und 
yUy ch und y^ congruent sind, 

Es seien jetzt zwei Figuren ahe und ah'c' gegeben; die 
Strecken ca und ch sollen zu verschiedenen Geraden gehoren, eben- 
so die Strecken ca' und c'h\ Immer liisst sich erne gegen ahe 
und ah'c' bewegliche Figur a^y so herstellen, dass die Wmkel ach 
und ay/3 sich decken koimen (Transporteur), und zwar fist es 

*) Eme Definition des Winkels wird hier mcM beabsichtigt. 



c 



rig 38 



107 


§ 13. Von den congmenten Fignren 

gleichgultig ^ in welcher Anordnung die Sclienkel auf einander ge- 
legt weiden^ d, h es konnen anch die Winkel hca und ay^ sicii 
decken. 1st es moglich, einen und denselben Winkel ay^ mit den 
Winkeln a cl) und dcV zum Deeken zu brmgen, so beissen die 
Winkel a cl) und dcV congruent. — Es seien zwei congruente 
Winkel ach nnd d c'V vorgelegt 5 die Figuren und dcV brau- 
cben alsdann nicht congruent zu sein. Icb kann aber die Pigur 
oc^y SO wahlen, dass die Piguren acb und ayp sich decken konnen; 
damit auch die Piguren dci' und ay^ sich zum Decken bringen 
lasseii, i&t noch die Congruenz der Strecken ed und ya^ c'V und 
y^ nothwendig und hinreichend. Sobald daher ca und cd, ch und 
eV congruente Strecken sind, so sind auch die Piguren ach und 
deV (oder ahc und dVc) congruent. 

Hiernach sind die Winkel ach und hca stets congruent. Nimmt 
man aber insbesondere congruente Strecken ca und so sind 
auch die Piguren ahc und hac congruent, wie im fiinften Grund- 
satze behauptet wurde. 

Es ist nuji an der Zeit, Piguren zu betrachten, welehe aus 
beliebig vielen Punkten bestehen. Die Piguren ah cd .. . und 
dVc d\ . . seien aus gleichvielen Punkten zusammengesetzt. Immer 
ist eine Pigur a^yd . . herstellbar, welehe gegen jene beiden be-' 
wegt und mifc der emen zum Decken gebracht werden kann, wobei 
die Punkte a und a, h und u. s w. aneinanderstossen. Ist es 
moglich, die Pigur a^yd . . . mit beiden gegebenen Piguren zum 
Decken zu brmgen, so heissen diese congruent. Die Congruenz ist 
aber von der Wahl der Pigur a^yd . . nicht abhangig; haben sich 
die Piguren ahed . . . und a'Vc d' . . . als congruent erwiesen, und 
kann man eine von ihnen auf die gegen beide bewegliche Pigur 
ABCD . . . legen, so lasst auch die andere sich auf ABCD . . . 
legen. Man mag deshalb das Wesen der congruenten Piguren durch 
die Aussage bezeichnen, dass jede die Lage der anderen einzuneh- 
men im Stande ist. 

Um die Congruenz der Piguren ahed . . und dVc d' - . . zu 
erkennen, wird eine Hulfsfigur a^yd , . . benutzt, und es werden 
einmal die Punkte a und a, h und u. s w mit einander in Be- 
rhhrung gebi'acht, das andere Mai die Punkt'e d und V und 
u, s. w Dieser Zusammengehdrigkeit entsprechend, ’heissen a und 
d homologe Punkte, ebenso h und V u. s w, Jedem Theile 
der Pigur ahed* , . entspricht ein Theil der B^igur dVe'd' , . ., 
namlich der aus den homologen Punkten zusammengesetzte, wel- 
ch en wir den homologen Theil nennen diirfen, und je zwei 
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homologe Theile konnen mit einem gewissen Theile der Pigur 
. * . • zum Decken gebraeht werden. 

VL Grundsatz — Wenn zwei Figuren congruent sind, so 
sind auch ihre homologen Theile congruent*^). 

Bs ist hier nicht ausgeschlossen , dass homologe Theile zu- 
sammenfallen, z. B hei zwei congruenten Piguren abc und ahc. 
In der That sind wir berechtigt, jede Figur sich seibst con- 
gruent zii nenneH; wobei aber j ed er Punkt sich seibst homo- 
^og ist und mithin nicht an diejenige Congruenz gedacht werden 
soli, welche zwischen den Strecken ah und la, zwischen den Win- 
keln ach und lea stattfindet. Wenn bei zwei congruenten Piguren 
ein Punkt sich seibst eutspricht, so kann^inan sagen: Die Piguren 
haben den Punkt entsprechend gemein. 

Vom sechsten Grundsatze war schon an friiherer Stelle eiu 
besonderer Fall erwabnt wordenj die gleiche Verallgemeinerung 
wird noch zwei anderen fruheren Bemerkuiigen zu Theil. Man nehme 
an, dass die Figuren aVed' . und a'l"c''d" ... einer dritten 
VigVLY alcd... congruent sind; es ist dann immer moglich, eine 
Pigur ABGD . . . herzustellen , beweglich gegen jene drei Figuren 
und fahig die letzte zu decken 5 mit emer solchen Figur AJBCJD . . 
konnen auch die beiden erstgenannten Piguren zum Decken ge- 
bracht werden 

TIL Grundsatz. ~ Wenn zwei Figuren einer dritten con- 
gruent sind, so sind sie einauder congruent 

Wenn ferner eine Pigur al und ein Punkt a irgendwie ge- 
geben sind, so kann man (wie bereits erwahnt) mit dem letzteren 
einen Punkt I' so verbinden, dass al und a! I' congruente Figuren 
sind. Wenn aber die Piguren ale und aV gegeben smd, so kann 
man mit der letzteren nicht immer einen Punkt d so verbinden, 
dass ale und dVc congruente Piguren smd; vielmehr 1 st hierzu 
die (Jongriienz der Bkguren al und dl' nothwendig und ausreichend. 
Deberhaupt wenn die Figuren ale . . . 1^1 und dl c . M gegeben 
smd uud zwischen ale . Tv und dl'c . . .Tz Congruenz stattfindet, 
so lasst sich der Punkt I' so anbringen, dass ale . . Tzl und 
dl'd . .He T congruente Figuren werden Um einen solchen Punkt 
zu erhalten, wird man erne Pigur ABC . . . KL herstellen, welche 
gegen die beiden gegebenen bewegt und mit ale . .Id zum Decken 
gebracht werden kann, und diese Pigur bewegen, bis ABC . . K 

Ich muss diesen Satz unter die Grundsatze aufnolimen , um mclit ge- 
uCthigt zu sein, m den spateren Paragrapheu auf die Definition der Congmenz 
zuruckzugehen 
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und aVc.,. U sich decken. Alle diese Thatsachen umfasst der 
folgende Grundsatz, sobald man zulasst^ class ein emzelner Punkt 
eine Figur bildet und zwei Punkte immer zu den congruenten Pi- 
guren gerecbnet werden. 

TUI. Grundsatz — Wird von zwei congruenten Figuren 
die eine um einen eigentliehen Punkt erweitert, so kann man die 
andere um einen eigentliehen Punkt so erweitern, dass die erwei- 
terten Figuren wieder congruent smd. 

In den beiden emfachsten Fallen kann man iibet die hiermit 
ausgesprochene Moglichkeit noch hinausgehen Soli namlich bei 
gegebenem a die Figur ah congruent der gegebenen Figur fg her- 
gestellt werden, so darf man noch fordern, dass h m eine durch a 
beliebig gezogene Gerade fallt (II.); ^^id hat in der letzteren zwi- 
scheu zwei Punkten auf verschiedenen Seiten von a die Wahl. 
Aehnliches findet nun statt, wenn die Figuren ah und fgli so ge- 
geben werden, dass ah und fg congruent sind, und die Figur aho 

congruent mit fgli bestimmt 
werden soli; dabei ist je- 
doch vorauszusetzen, dass 
fgli nicht in gerader Linie 
liegen. Es sei namlich 
FGH eine gegen ah und 
fgli bewegliche Figur, wel- 
clie fgli zu decken vermag, so dass auch ah und FG sich decken 
konnen. Ist alsdann durch die Punkte a und h irgend eine Ebene 
gelegt, so kann man FGH bewegen, bis nicht bloss FG und ah 
sich decken, sondern auch gleichzeitig H einen Punkt der Ebene 
deckt, und zwar kann dies auf zwei Arten geschehen In der ge- 
gebenen Ebene findet man demnach zwei Punkte c und dj welche 
Figuren ahc und ahd congruent mit fgli liefern, und man bemerkt 
uberdies^ dass c und d auf verschiedenen Seiten der Geraden ah 
liegen. 

IX. Grundsatz. — Smd zwei Figuren ah und fgli gegeben, 
f glh nicht in emer geraden Strecke enthalten, ah und fg con- 
gruent, und wird durch a und h erne ebene Flache gelegt, so kann 
man in dieser oder m ihrer Erweiterung genau zwei Punkte e und 
d so angeben, class die Figuren ahc und ahd der Figur fgh con- 
gruent sind, und zwar hat die Strecke cd mit der Stirecke ah oder 
deren Verlangerung einen Punkt gemem 

Mit anderen Worten, unter Beriieksichtigung friiherer Bemer- 
kungen: Sind zwei Figuren ah und fgh gegeben, fgh nicht in 
gerader Lmie, und wird durch a u.nd h eine Eb«£aie gelegt, so kann 
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man in dieser — nnd zwar niclit bloss auf eine Art — den Punkt c 
so angeben, dass die Winkel abe nnd fgli congruent sind; liegen 
aber in einer Ebene die Punkte c uiid c auf derselben Seite der 
Geraden o&j so sind die Winkel abc und ale mcbt congruent. 

Wenn wir aber jetzt von zwei Figuren abo und fghi ausgeben 
und die Figuren abc und fgh als congruent voraussetzen, so werden 
"wir zu einem analogen Grundsatze niclit gefuhrt Lasst namlicb 
die Figur abc auf mehr als eine Art sicb zu emer mit fghi con- 
gruenten Figur erweitern^ etwa zu abed und abce^ so sind die 
Figuren abed und abce congruent. Bei der Frage, ob solche Fi- 
guren congruent sem konnen^ werden wir annebmen, dass sie 
keine Planfiguren smd; der andere Fall wird aus den friiberen 
Grundsatzen eiledigt. Liegt nun cl ausserhalb der Ebene a&c, und 
wird mit abed eine Figur cc^yd zum Decken gebraebt^ so stellt 
es sieh als unmbglich beraus, abce und a^yd zum Decken zu 
bringen. 

X. Grundsatz — Zwei Figuren abed und abce^ deren Punkte 
niebt in ebenen Flacben liegen ^ sind niebt congruent. 

Man gewinnt einen andern Ausdruck fiir diese Tbatsacbe in 
folgender Betraebtung 

Sind die Punkte abed niebt in emer Ebene enthalten und 
wird die Gerade ab mit m bezeichnet^ so entstebt ein ^^WinkeP^ 
cmd mit der ,,Kante^^ m und den Scbenkeln me und md, Es sei 
die Figur cc^yS gegen die yorige beweglicb ; die Gerade a beisse ft. 
Man kann die Figuren gegen emander bewegen, bis die Scbenkel 
me und ^y sicb decken (d b. jeder Punkt des emen an einen 
Punkt des andern stosst, msbesondere jeder Punkt der Geraden m 
an einen Punkt der Geraden ft) oder die Scbenkel md und ftd, 
Tritt beides zugleicb ein, so sagt man, die Winkel cmd und ^ftd 
seien zum Decken gebraebt Wenn die Figuren abed und a^yd 
sicb decken konnen, so gilt dies aucb von den Winkeln cmd und 
^ftd. — Smd aucb die Punkte ab' c'd' niebt in einer Ebene ent- 
balten und bedeutet m' die Gerade a'V, so kann es vorkommen, dass 
ein Winkel ygd die beiden Winkel cmd und e'm'ct zu decken ver- 
mag; die letzteren beissen alsdann congruent. Wenn die Figuren 
abed und a'V c d' congruent sind^ so smd es aucb die Wmkel cmd 
und cm' d. Nehmen wir nun ausserhalb der Ebene abe den Punkt e 
auf derselben Seite mit d,, dann liegen liberbaupt die Scbenkel md 
und me auf derselben Seite der Ebene ahe^ mitbin entweder der 
Scbenkel md zwiscben me und me (im Wmkel erne) oder me zwi- 
seben me und md (im Winkel cmd), Man bemerkt aber, dass bei 
solcher Lage die Wmkel cmd und cme niebt congruent smd, Daraus 
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folgt, dass die B^iguren ahcd iiiid ahcemohi congruent smd ^ weun 
d und e auf derselben Seite der Ebene abc liegen 

Nehmen wir endlicL. die PunMe d und e auf verscliiedenen 
Seiten der Ebene ahc, so ist es der Unterscbied zwischen Rechts 
und Links, welcter bier verwendet werden kann. Wenn namlicb 
ein Beobacbter auf der Seite des Punktes d den geraden Weg von 
a nach h zurueklegt, so ist fiir ihn der Punct c entweder rechts 
Oder links gelegen; gebt der Beobacbter jedoch auf die Seite des 
Punktes e liber, so erseheint ibm reebts, was zuvor links gelegen 
war, nnd umgekebrt. Es seien nun ahcd und aV c d' congruente 
Piguren; die Pigur sei fabig beide zu decken. Dann liber- 

tragen sicb erfahrungsgemass die Bezeicbnungen Reebts und Links 
von der Fignr ahcd auf von dieser auf a'Vc d iq unver- 

anderter Weise. Da eine gleicbe Uebertragung von der Figur ahcd 
auf cihce niebt stattfindet, sobald d und e auf verscbiedenen Seiten 
der Ebene ahe liegen, so sind solebe Pignren niebt congruent. 

§ 14. Ausdebnung der Congrnenz auf beliebige Elemente. 

In den vorstebenden Grundsatzen treten als Elemente von con- 
gruenten Piguren nur Punkte und zwar eigentlicbe Punkte auf. In 
den beigegebenen Eilauterungen ist zwar diese Einschrankung niebt 
beobaebtet worden; docb sollen fur unsere ganze Entwickelung aus- 
sehliesslieb die Grundsiitze massgebend sein, und ich werde dem- 
gemass im Folgenden nur diejenigen Thatsacben und Begriiffe be- 
nutzen, welcbe in den Grundsatzen iiber die congruenten Figuren 
Oder schon in friiberen Grundsatzen entbalten sind oder aus solcben 
abgeleitet werden 

Wenix ahedVe eigentlicbe Punkte, ahe miAdVd congruente 
Figuren, ahe Punkte einer Geraden sind, so lehrt der dritte Grund- 
satz in § 13, dass aucb dV c in einer Geraden hegen; wenn also 
die eine von zwei congruenten Figuren eine gerade Punktreibe ist, 
so gilt dies aucb von der aiidern; und wenn in der einen von zwei 
congruenten Figuren eine gerade Punktreibe auttritt, so bilden die 
bomologen Punkte der andern ebenfalls eine gerade Punktreibe 
(VI. Grundsatz in § 13). Ist m der einen Punktreibe etwa c zwi- 
schen a und h gelegen, so liegt in der bomologen Reibe c zwi- 
schen a! und V (III. Grundsatz m § 13); durch die getrennte 
Lage zweier Paare der einen Reibe wird demnach die getrennte 
Lage der bomologen Paare bedingt 

Es soli fortan gestattet sein, die Verbindungslinie zweier Pnnkte 
der emen Figur zugleich mit der Verbindungslinie der bomologen 
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Punkte der congrnenten Figur in die betreffenden Figuren aiifzu- 
nebmen, welcbe aucli naeh einer solchen Erweiterung congruent 
genanni werden^ die beiden (eigentliclieii) Geraden heissen bomo- 
log. So oft in der emen Figur ein Punkt und eine Gerade an- 
einanderliegen , gilt dasselbe von den homologen Elementen^ so oft 
in der einen Figur zwei Geraden sicli in einem eigentliclien Punkte 
sehneiden, gilt dasselbe von den homologen Geraden, und zwar 
kbnnen die Durchschuittspunkte als homologe Punkte hinzuge- 
nommen werden 

Wenn alcda'VccV eigentliche^ Punkte, ahcd und dl'cd 
congrueiite Figuren, cihcd Punkte einer Ebene sind, so mtisseii 
auch dVdd m einer Ebene liegen; denn nach dem 12. Lehrsatze 
des § 3 haben entweder die Geraden ad und he, oder hd und ac^ 
Oder cd und ah einen eigentlichen Punkt gemem, und das Gleiche 
gilt also von den homologen Geraden Wenn daher die eine von 
zwei congruenten Figuren oder em Theil von ihr aus Punkten einer 
Ebene besteht, so hegen auch die homologen Punkte der andern 
Figar in emer Ebene. Wir wolien fortan zulassen, dass die Ebene 
dreier (nicht in einer Geraden gelegenen) Punkte der emen Figur 
zugleich mit der Ebene der homologen Punkte zu den betreffenden 
Figuren hinzugereebnet vp-erde, auch nach der Erweiterung sollen 
die Figuren congruent, die beiden (eigentlichen) Ebeuen ho mo log 
heissen. So oft alsdann in der einen Figur ein Punkt und eine 
Ebene, oder eine Geiade und eine Ebene aneinanderliegen, gilt 
dasselbe von den homologen Elementenj so oft in der emen Figur 
zwei Ebenen in einer eigentlichen Geraden, oder eine Gerade und 
eme Ebene m einem eigentlichen Punkte sieh sehneiden, erfolgt 
dasselbe bei den homologen Elementen, und zwar konnen die Durch- 
sehnittslinien resp. Durchschmttspunkte als homologe Elemente 
hinzutreten. 

Ueberhaupt kommt jede Eigenschaft von Elementen 
der emen Pigur, welche sich nur auf das Aneinander- 
liegen der Elemente und die Anordnung von Punkten 
in Geraden bezieht, auch den homologen Elementen der 
congruenten Figur zu Insbesondere wenn in der einen Figur 
zwei Paare von Geraden eines eigentlichen Buschels getrenut hegen, 
so gilt das Gleiche fiir die homologen Geraden. 

Zu gegebenen congruenten Figuren, die aus eigentlichen Punkten 
bestehen, konnten eigentliche Geraden und Ebenen, welche jene 
Punkte verbinden, hinzugenommen werden, Aber der achte Grand- 
satz des § 13 gewahrt auch die Moglicbkeit, die Figuren durch be- 
liebige eigentliche Punkte und in Polge dessen, wie sich zeigen 
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wird^ uberhaupt durch beliebige Elemezite zu erweitern. TJul nun benr- 
tbeilen zu konuen, wieweit dabei eine bestimmte Zuordnung von homo- 
logon Elementen eintritt^ mtissen einige Satze eingesclialtet werden. 

Wenn fghik eigentliclie Ftinkte sind^ fgJi mcliim gerader Ltnie^ 
so Sind die Figuren fghi iind fglih niclit congruent, Zum Beweise 
nehme ieh ausserialb der Ebene fgli den eigentlicben Punkt I be- 
liebig, von i verschieden; da die Ebenen fgl, fhl, ghl nor den 
Punki; I gemein haben, so wird mindestens eine von iJmen den 
Punkt t nicht enthalteUj etwa die Ebene fgl, Waren nun die Fi- 
guren fghi und fglilz congiuent, so konnte man den eigentlicben 
Punkt m so angeben, dass fgliil und fghkm, mitbin aucb fgM 
und fghm congruent sind, und da dann fghm so wenig wie fglil 
in einer Ebene liegen^ so konnte (X. Grundsatz in § 13) m von I 
nicbt verscbieden sein; es waren also die Figuren fgil und fgM 
keine Planfiguren und dennocb congruent, im Widerspruch mit 
demselben Grundsatze. 

Wenn al)cdfg}nh eigentliclie FunJcte sind, ahc mclitin gerader 
Lime, ahcd und fghi congruente Figuren, so sind die Figuren ahcd 
und fghk mcM congruent. Denn es liegen dann aucb fgh nicbt in 
gerader Lime; waren nun ahcd und fghk congruent ^ so waren es 
(VIL Grundsatz m § 13) aucb fghi und fghk, im Widersprucb 
zum vorigen Satze. 

Lie aus eigentliclien Funkten hestehenden Figuren ‘ ahcd, fghi 
und fghk konnen also nur dann unter einander congruent sem, wenn 
entweder i und k 0usammenf alien oder ahc in einey Geraden liegen. 

Dies vorangescbickt; seien F und F' zwei congruente Figuren, 
und zwar werde vorausgesetzt, dass in der Figur F drei nicbt in 
gerader Lime gelegene (eigentlicbe) Punkte ahc vorkommen; die 
bomologen Punkte dV d in der Figur F' sind dann aucb nicbt in 
gerader Lime gelegen. Wird mit d irgend ein eigentlicber Punkt 
(von ahc verscbieden) bezeichnet, so gebort entweder d zur Figur 
F — und dann sei d' der bomologe Punkt der Figur F' — oder 
man kann d zn F binzufiigen und F' um einen eigentlicben Punkt 
d so erweitern, dass wieder congruente Figuren entsteben. In 
beiden Fallen sind die Figuren a und ^ congruent; folghch 
ist d' durcb ahcd dV d oder durcb d und die zwiscben den Figu- 
ren F, F' gegebene Beziebung (Congruenz) bestimmt. Wenn wir 
daber sagen: d nnd d' sind bomologe Punkte bei der zwi- 
schen F und F' gegebenen Congruenz, so ist zu jedem 
eigentlicben Punkte ein und nur em bonaologer eigentlicber Punkt 
Yorhanden. Wird nun weiter mit g irgend eine eigentlicbe Gerade 
bezeichnet, sie mag zur Figur F gebdren oder nicbt, und smd ef 

Pasoh, Vorlesungen. ^ 8 
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eigentliclie Punite vob g, e'f die bomoiogen Punkte, g deren Ver- 
bmdiiDgsIniie^ so ist g' durcii g vbllig bestimmt, und wir sagen: 
g und g' sincl homologe Geraden bei der gegebenen Con- 
gruenz Wird endiich rait P irgend eine eigentliche Ebene be- 
zeieiinet^ und sind in ihr Jiih drei eigentlielie Punkte, niebt in 
geraderLime, die homologen Punkte, P' deren Ebene^ so ist 

aucli P' darck P bestimmt, und wir nennen die Ebenen PP' 
liomolog bei der Congruenz FF\ Vermoge dieser Congrueuz 
wird also jeder nur aus eigentliehen Punkten , Geraden und Ebenen 
bestehenden Figur eine vbllig bestiinmte Figur^ namlicli die aus 
den bomologen Elementen zusammengesetzte , als honiologe ent- 
sprecben; und je zwei Iioznologe Figuren werden congruent sein. 
Zur Begrundung eines solchen Bntsprechens sind zwei congruente 
Piguren von der Beschaffenlieit wie ale und al/e' genugend 

Aber das Entspreeben bleibt nicbt auf eigentliche Elemente 
besebrankt. Es sei d ein beliebiger Punkt ; man wahle irgend zwei 
durcb ibn gehende eigentliche Geraden bestimme die homo- 
logen Geraden I'm und bezeicbne den Punkt Z'm' mit d\ Bann 
ist unter Festhaltung der Congruenz FF' der Punkt d' clurcb d 
bestimmt, da zu einem Strablenbiindel als homologe Figur ein 
Strablenbtindel gebort Wir nennen d und d' homologe Punkte; 
es ist dann jedem Punkte ein und nur ein homologer Punkt zuzu- 
ordnen^ und wenn der eine yon zwei solchen Punkten ein eigen t- 
licher Punkt ist, so ist es auch der andere 

Wird Jetzt in emer eigentliehen Geraden oder Ebene em be- 
liebiger Punkt angenommen, so liegt der homologe Punkt in der 
bomologen Geraden oder Ebene. Punkten auf emer beliebigen 
Geraden oder auf emer beliebigen Ebene entsprechen ebensolche 
Punkte. Getrennten Punktpaaren auf einer Geraden ensprechen eben- 
solcbe Pnnktpaare. 

^ Somit unterliegt es keiner Schwierigkeit^ auch jeder Geraden 
eine faestimrate homologe Gerade und jeder Ebene eine bestimmte 
homologe Ebene zuzuordnen. Dadurcb aber erhalt man zu jeder 
(aus beliebigen Punkten, Geraden und ‘Ebenen bestehenden) Figur 
eine bestimmte homologe Figur^ und wenn wir je zwei solche bV 
guren congruent nennen, so gelten folgende Satze: 

]. Congruente Piguren haben alle graphischen Eigenschaften 
gem ein. 

2. Wenn zwei Piguren congruent smd^ so sind auch ihre homo- 
logen Theile congruent. 

Jede Figur ist sich selbst congruent. Zwei Punkte werden alle- 
mal zu den congruenten Piguren gerechnet 
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3. Wenn zwei Figuren einer dritten congruent sind, so sind 
sie einander congruent. 

Sobald also in der einen von zwei congruenten Figuren eon- 
gruente Theile vorkommen so sind aucB. die liomologen Tiieile der 
andern Pigur congruent. 

4. Bei congruenten Figuren ist jedem eigentlicben Punkte der 
einen ein eigentlicher Punkt der andern zogeordnet^ mi thin jedem 
eigentlichen Elemente der einen ein eigentliches der andern. 

5. Wird von zwei congruenten Figuren die eine um beliebige 
Elemente erweitert, so kann man die andere so erweitern, dass 
wieder congruente Figuren entstehen 

Auch eine solche Erweiterung werden wir zu den ^^Construe- 
tionen^^ rechnen. 

6. Haben zwei congruente Figuren drei eigentliche Punkte, 
welche nicht in einer Geraden liegen, entsprechend gem ein, so 
liaben sie alle Elemente entsprechend gemein. 

7. Haben zwei congruente gerade Punktreihen zwei eigentliche 
Punkte entsprechend gemein, so haben sie alle Punkte entsprechend 
gemein. 

Beweis. — Es seien cc zwei homologe beliebige Punkte in 
congruenten geraden Punktreihen, welche die eigentlichen Punkte 
a 6 entsprecbend gemein haben, ferner d der vierte harmonische 
Punkt zu a 6c, (I' der homologe Punkt, also auch ahd d! harmo- 
nisch. Ist c ein eigentlicher Punkt zwischen a und 6, also im 
Schenkel ah, so liegt auch c im Schenkel ah und ist mithin von c 
nicht verschieden. Bei anderer Lage von c ist d ein eigentlicher 
Punkt zwischen a und 6 und fallt demnach mit d' zusammen, so 
dass wieder c und c identisch smd. 

Der erste, vierte und funfte'*') Grundsatz des § 13 sind bisher 
noch nicht zur Anwendung gekommen. Nach dem ersten Grundsatze 
smd die Figuren AB und BA, wo .4 und B eigentliche Punkte 
bedeuten sollen, congruent. Die Strecke AB kann also iiber B 

hiuaus bis zum eigentlichen Punkte C 

^ ^ ^ derart verlangert werden, dass BA und 

BO, mithin AB, BA, BC und GB 
congruente Figuren sind. Alsdann wird'B die Mitte der Strecke 
AC (oder CA) genannt, und kein anderer eigentlicher Punkt 6 der 
Geraden AC besitzt die Eigenschaft, congruente Strecken hA und 
6(7 zu liefern. In der That sind die Figuren AC und GA con- 
gruent, und man kann B' angeben, so dass AGB und CAB' con- 


•“j Der vierte wild m § 15, der funfte in § 19 gebraucht. 

8 * 



116 Aiisdehming der Congiuenz auf beliebige Elemente 

gruent sind; dann ist aber S' ixxiiS im Schenkel AG gelegen and 
AS aiit AS congruent, S' mit S identiscli. Also sind die F'i- 
guren ASC and GSA congruent Waren noch die Streeken bA 
and hC congruent, also 6 in der Strecke AC gelegen, so waren 
auch die Figuren ASCb and CSAb congruent, im Widersprucb 
mit Satz 7. Wenn wir aber anter S den vierten liarmonischen 
Pankt za ACS versteben and S' so einfakren, dass ACSD and 
CASS' congruent sind, so muss das Gebilde GASS' harmoniscli, 
S' mit S identisch and ASCS mit CSAS congruent sein. Man 
schliesst daraus, dass S kein eigentlicber Pankt sein kann. Sucht 
man za den beiden Endpunkten and der Mitte einer 
Strecke den vierten harmonischen Pankt, so wird man 
za einem uneigentlichen Punkte gefiibrt 

In jeder Strecke fg ist eine MzUe 'oorhanden, deren Const'^uckon 
szeh axis dm bisJiengen Satzen ergiebt Wird namlick ausserbalb der 
Geraden fg ein eigentlicber Pankt c beliebig angenommen, so exx- 

stirt in der Ebene cfg ein be- 
stimmter eigentlicber Pankt dy 
welcber mit c auf derselben Seite 
der Geraden fg liegt and con- 
gruente Figuren fgc and fgd 
liefert; bei geeigneter Wahl des 
Panktes c wird d von c verschie- 
den aasfallen. Die Congruenz, 
bei welcber fg , gf, cd Paare von 
bomologen Punkten sind, lasst sicb aaf jedes andere Element and 
zwar nar in bestiramter Weise aasdebnen. Die Ebene cfg and die 
Gerade fg entsprecben sich selbst Sollen demnacb dd' homologe 
Punkte sein, also die Figuren fgc, gfdy fgd' congruent, so mass 
d' in der Ebene cfg liegen, aber d and d' (mithin c and d') nicbt 
aaf verschiedenen Seiten der Geraden fg y d. h. es milssen c and d' 
zasammenfallen. Wir haben somit noch dc als homologe Punkte, 
cfdgy dgcfy eg df, df eg als Paare von homologen Geraden, wah- 
rend die Gerade cd sich selbst entspricht. Da die Schenkel fc and 
fd auf derselben Seite der Geraden fg liegen, so liegt entweder 
der Schenkel fd zwischen den Schenkeln fc and fg oder (der Schen- 
kel fe zwischen den Schenkeln fd and fg and im letzteren Falle) 
der Schenkel gd zwischen den Schenkeln gc and gf Es mag das 
erstere zatreflfen; dann schneiden sich eg and df in einem eigent- 
lichen Punkte a, der sich selbst entspricht and za den Streeken eg 
and df gehnvi-y zugleich ist ersichtlich, dass die Schenkel fd und 
fg aaf derselben Seite der Geraden cf liegen. Bisber sind nar 
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eigentliclie Elemente vorgekommen; die Geraden cf und clg haben 
jedoch einen Punkt h gemein, welcher kein eigentliclier zu sein 
braucht. Der Punkt h und mitbin die Gerade ah entspreclien sicb 
selbst. Es befinden sich d und f auf verschiedenen Seiten dieser 
Geraden, d und g auf derselben Seite, also f und g auf verschie- 
denen Seiten; folglich begegnen sich ah und fg in einem eigent- 
lichen Punkte h, Auch dieser Punkt ist sich selbst homolog; also 
ist er die Mitte der Strecke fg. 

Noch ein sich selbst homologer Punkt in der Geraden fg ist 
vorhanden, aber ein uneigentlicher Punkt, namlich der Durchschnitts- 
puukt h der Geraden cd uud fg^ der vierte harmonische Punkt zu 
fgK In der Geraden ah entspricht jeder Punkt sich selbst. Ausser 
dem Punkte Ti und den Punkten der Geraden ah treten keine sich 
selbst homologen Punkte auf. 

Die Punkte fg werden durh hh harmonisch getrennt. Werden 
sie durch uv ebenfalls harmonisch getrennt, und gehort etwa v zur 
Strecke fg^ so "werden entweder fh durch gu oder gf durch fa ge- 
trennt. Wenn fh und ga getrennt liegen, so siiid (§ 11 Seite 90) 
auch fh durch gv getrennt, d. h, v ein Punkt der Strecke fh] als- 
dann gehort der homologe Punkt v zur Strecke gh, und ein Theil 
(§ 1, Definition 1 und Lehrsatz 2) der Strecke gv, namlich gv, ist 
fv congruent Wenn die eigentlichen JPunhte fguv harmonisch smd, 
f ^wischen u and g gelegen, so ist die Strecke fv klemer als gv. 

Von zwei Strecken heisst namlich die eine kleiner als die 
andere, wenn jene einem Theile der letzteren congruent ist. In 
emer Geraden seien die Strecken ah und cd congruent, c zwischen 

a und h gelegen, d etwa im Schenkel 
f ^ ch, und es werde der eigen tliche Punkt 

* & * bestimmt, welcher congruente Pigu- 

ren ahc und dec' liefert; dann sind die 
Strecken ch und cc congruent, c liegt zwischen c und also im 
Schenkel ch] folglich fallt h mit d zusammen, zwischen c und d. 
Damit ist bewiesen, dass keine Strecke einem ihrer Theile con- 
gruent ist. Smd also zwei Strecken ah und cd beliebig gegeben, 
so ist ab entweder cd congruent, oder kleiner als cd (cd grosser 
als ah), oder grosser als cd, und zwar schliesst jede dieser Mog- 
lichkeiten die beiden anderen aus. 

Wenn die Strecke I kleiner oder grosser ist als die Strecke II, 
so 1 st sie auch kleiner resp. grosser als jede mit II congruente 
Strecke. Wenn die Strecke I kleiner ist als die Strecke ll, diese 
kleiner als die Strecke III, so ist I kleiner als III. Wenn die Strecke I 
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aus den Theilen 1 imd 2 , die Stecke II aus den Theilen 3 und 4 
besteht, und es ist 1 kleiner als 3 , 2 nicht grosser als 4 , so ist I 
kleiner als IL 


§ 15. Herleitung einiger grapMsclieii Satze. 

Die Lehre von den congmenten Figuren wollen wir znnachst 
beuntzen, urn die Stammsatze der projectiven Geometrie zu vervoll- 
btandigen. Dabei muss wieder die Bestimmung festgehalten werden^ 
wonach alle in die Betrachtung emgetenden Elemente eine Figur 
bilden. 

In emer Geraden seien vier eigentliche Punkte ABoB^F ge- 
geben, J 5 j zwischen A und P, Bq zwiscben A und B^ . Aus ABQB^ 
werden neue Punkte B^B^B^ . . , durch Construction gewonneU; und 
zwar sollen AB^B^B^, AB^B,B„ AB^B.B,, . . . harmonische 
Gebilde sein, Ferner werde die Strecke BqB^ um die congruente 
Stieeke B^G^ verlangert, diese um die congruente Strecke OsOg, 
diese um die congruente Stiecke u s. f. Wenn B^ 2ur Strecke 
AF gehort (also zur Strecke PjP); so ist B^B^ grosser alsPoP^j 

^ ^ 

A k * h ^ 

d. 1. grosser als also AB^ grosser als AG^ Wenn aucb Pg 

zur Strecke -4 P gehdrt (also zur Strecke Pg P); so isiB^B^;^ grosser 
als Pi Pi 3 mithin grosser als G^G^^ also AB^ grossei als AC^. 
Wenn auch P4 zur Strecke . 4 P gehort (also zur Strecke P3P), so 
1st P3P4 grosser als P2P3, mithin grosser als G3G4, also 4LP4 
grosser als AC^j u s. f. Nun giebt es (IV. Grundsatz in § 13 ) m 
der Eeihe der Strecken B^G^, G2G3, ... eine bestimmte + 
welche den Punkt P enthalt (nothigenfalls 1st Pj fur 0 ^ zu. neli- 
men). Folgiicb giebt es in der Reihe der Punkte PgP^P^ - . 
einen bestimmten Pji + i; dem nur Punkte der Strecke AP voran- 
geken, wabrend er selbst zur Strecke AF nicbt gebort; Bx fallt 
dann entweder mit P zusammeu oder wird vonPz-j-i durch A und 
P getrennt. 

Diese Betrachtung lasst sich derart verallgemeinerii , dass sie 
in jeder Geraden moglicb wird Sind AB^B^ beliebige Punkte in 
emer Geraden, so lasst sich aus ihnen eine gewisse Reibe von 
Punkten B^B^B ^ . . . durch Construction gewinnen; es sollen nam- 
lich AB^B^B^? AB^B^B^, AS^B^B^, . . . harmonische Gebilde 
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belli. Auf erne boklie Figur mag der Ausdruck Netz'^j angewendet 
weicleu, uud zwar wollen wir i>\ den ersten Punkt des Netzes 
nennen, den zweiten u. s w. , A den Grenzpniikt, den 
N 11 lip link t. Das Netz ist durcli semen Grenzpunkt^ Nnilpunkt 
und ersten Punkt be&timmt^ so dass es erlaubt sein wird , v'om 
y^Netze zu spreclien. — Da bei ausgescHossenem A der 

Punkt zwischen Bq und jBo, zwiscben und B^y B^ zwi- 
bchen i?2 und I> ^ u s w , folghcb B^ und B^ zwiscben B^^ und B^y 
By und B^ zwiscben B^ und B^y B^B^B^ zwiscben B^ und Bj^y 
ubeibaupt B^B.^ . . J 5 ;_i zwiscben B^y und B? liegen, so kann B? 
nut keinem der Punkte AB^B^ . Bz~i zusammeiifallen Bio 
BimJcte des NeUes bind vom Gren^jgioikte und von emander verbchleden. 


Wtrd erne ge}ade Bunich eilie AB^B^B/ naclt ahohihi projtouty 
und ist Bx der Pimlt des Netzes AB^B^y so %st aucJi hx der 
Punlt des NeUes 

Wir konnen dies auwenden, wenn in emer Geiaden f drei 
Punkte AB^Bn gegeben sind und B^ so gesucbt wird, dass 

Bn sicli a Is 
Punkt des Netzes 
A Bq B^ ergiebt 
Durcb A wird die 
Gerade g behebig 
gezogen, in ihr der 
Punkt a , in der Ge- 
raden B^a der Punkt 
Pj angenommen,' Bn 
als Punkt des 

Netzes AB^^ Pi con- 
struirt- Bn aus Bn 



auf g nacb p und endlicb ^ aus Pj auf / nacb Pj projicirt; B^ ist 
eindeuhg bestimmL 

Isfc in der Geraden f ausserdem noch Cn gegeben und so 
gesucbt, dass der Punkt des Netzes AB^^G^ nacb Cn fallt, so 
projicire man Cn aus Bn auf g nacb y, und y aus P ^ auf / nacb 0 ^ 
Man bemerkt dann nocb, dass si<Ai AB^BnCn aus Bn nacb Aa^y y 
diese aus Pj, nacb AB^B^C^^ projiciren Werden also ACn durcli 
B^Bn getrmnty so werden auch AC^ durcli BqB^ getrennt 

Es seien jetzt vier beliebige Punkte ABqB^ B in einer Ge- 
raden / angenommen, und zwar AB^ dutch P^P getrennt. Man 


Im Anschluss an Mdbius, der barycenirische Calcul, zweiter Ab- 
scbuitt, sechstes Capitel. 
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kann sie stets aus einem eigentlichen Puiikte S nach eigentliclieii 
Punkten ah^h^p derart projiciren, dass zwischen a und p, 

zwischen a uud zu liegen 
kommt^ und alsdann die po- 
sitive gauze Zakl n so an- 
geben , dass der Punkt 
des Netzes entweder 

mit p zusamnaenfallt oder 
vom {n + 1)*®^ 1 durch a 

und^j getrennt wird. Werden 
In + i aus 8 auf die 

Gerade AF nach Bn und BnJ^i projicirt, so ist Bn der n*®, + i 

der {n 1)*® Punkt des Netzes ABqB^. 

Werden in einer Geraden die Punkte AB^ durchlBoP 
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl n so an- 
geben, dass der Punkt des Netzes ABqB^ entweder 
mit P zusammenfallt oder vom -j- durch A und P 
getrennt wird. Es werden dann auch PqP;j 4 .i durch AB 
getrennt. 

Dies ist ein graphisches Theorem^ bei dessen Beweise der Be- 
griff der Congruenz benutzt worden ist Indem wir es mit anderen 
und zwar nur mit graphisehen Theoremen verbmden , gelan^en wir 
zu den graphisehen Satzen^ uni die es sich jetzt noch handelt 

Zuerst werde die Construction des Netzes AB^B^ in der Ge- 
raden f naher 'erbrtert. Durch A ziehen wir eine Gerade g uud 
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P Bn 



nehmeii den Punkt P in der Ebene fg beliebig, ausserhalb f und g 
Aus P mbgen B^B^ auf g nach Go Gj projicirt werden, die Geraden AP 
und B^Cq mbgen sich m Q begegnen, und aus Q werde Gj auf / 
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nach projicixt; dann sind die Punkte harmoBiscli, 

also ^2 der zweite Pnnkt des Netzes AB^B^, ^iriB^ aus P auf 
g Hack G 2 , sodami aus Q auf f nacli Pg projieirt^ so ist der 
dritte Punkt des Netzes. Wenn liberhaupt By,, der Punkt des 
Netzes AB^B^, aus P auf g uaeh sodann On aus Q auf f nach 
projicirt wird, so ist B^^i der (w + ly^ Punkt. 

Der Durchschmttspunkt der Geraden Cj^B, und QPj wercle 
mit P; der der Geraden / und Bit mit J!f bezeichnet. Da AB^B^B^ 
und ACxC^Gq harnionische Gebilde smd^ so wird B^ aus R auf g 
nach Oq projicirt, d. h die Gerade C^B^ geht durch R, Da AB^B^B^ 
und AC 2 G^G^ harmonische Gebilde siud, so geht die Gerade BqG^ 
ebenfalls durch P. Folglich werden nicht bloss die Punkte B^B^^ 
sondern auch die Punkte durch AM harmonisch getrennt. 

Zu den Punkten B^B^A und B^B^A gehbrt derselbe yierte hai- 
monische Punkt. 

Hieran mag die Erklarung eines allgem eiueren Begnffes ange- 
knupft werden^ auf welchen der des Netzes sich zuriickfuhren lasst 
Wenn namlich AheV d Punkte in einer Geraden sind und zu he' A 
derselbe vierte harmonische Punkt M wie zu ch'A gehort, so will 
ich sagen, die Paare he und Vc seien aquivalent fur den Grenz- 
punkt A. Dabei sollen heVe von A verschieden sein; dagegen 
brauchen sie nicht nnter sich verschieden zu sem^ und zwar 1 st, 
wenn V mit c zusammenfallt, c fiirilf zu nehmen, ebenso h, wenn 
a' mit h zusammenfallt. — Sind he und V d fur trgend einen Bunkt 
agmvalent^ so werden he durch cV nicht getrennt (§ 11 Seite 90). 

Bei Pesthaltung des Grenzpnnktes foigt sofort: Jedes Paar he 
1 st sich selbst aquivalent; sind die Paare he und V c aquivalent, so 
sind es auch 1) d und Ic, ch und c'h'j hV und cd u. s. w.; und 
wenn dann h mit e zusammenfallt, so kann auch V nicht von d 
verschieden sein 

Dec Begriff der aquivalenten Paare lasst sich, ebenso wie der 
des Netzes , auf Strahlenbiischel und Ebenenbuschel iibertragen. 
Beides sind graphische Begriffe und sich selhst reciprok Wenn 
sie in der einen von zwei perspectiven Figuren anwendbar sind, so 
lassen sie sich auch auf die homologen Elemente der andern Pigur 
anwenden. 

Es seien in einer Geraden f die Paare he und Vd aquivalent 
fur den Grenzpunkt d. h. ein Punkt M yierter harmonischer 
Punkt zu bdA und eh' A (oder M mit c identisch, wenn h' in c 
fallt u. B. w.). Durch A werde noch eine Gerade g gezogen, der 
Punkt P in der Ebene fg ausserhalb / und g angenommen, hcVdM 
aus P auf g nach projicirt, und endhch der vierte harmo- 
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nibclie Pimkt zii J/feP init Ji bezeiclinet. Alsdann musseii hy nnd 
iScj ebeiiso c(i' imd Vy im Piinkte It sicb begegnen Sclineiden sicli 
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HUB die Geradeu i' ^ und cy (vorausgesetzt dass sie verschiedeii 
Sind) m Qy so siud die Strahlen /; AB^ AQ barmonisch, aber 
aucb die Sti'ahlen /, g, AB^ AB, also AB und AQ identiscli. Dein- 
iiach babeu die Geiaden V ^ und cy stets einen Punkt Q der Ge- 
raden AB mit einander gemein 

Hieiaus ergiebt sich zunacbst, dass AhcU c durcli wiedeiliolte 
Projection uacb Ach'cb libergefuhrt werden konnenj es werden 
Ahc¥c aus P nach A^y^'y\ diese aiis B nach AcV ch projicirt. 
Sind also in emer Geraden die Bame he und Vc aquwalent fur 
den Grempunkt A und werden he durch Ah' getrennt, so werden 
he auclh dm eh Ac getrennt Ausserdem erhalten wir folgende Con- 
struction des Puuktes c\ wenn m emer Geraden f die Punkte Ahch' 
gegeben smd und die Paare he^ V c fur A Equivalent werden sollen. 
Man ziebe namlicb durch A nocb erne Gerade g^ nebme in der 
Ebene fg den Punkt P ausserbalb f und g beliebig, projicire he 
aus P auf g nach ^y, aus V auf AB nacb Q, endlicb y aus Q 
auf / nacb c . Der Punkt e ist somit stets vorhanden und vollig 
bestimmt. 

Treten nun in der Geraden f nocb die Punkte d und c¥ so 
binzu^ dass aucb die Paare ed und e' d' fiir'J, aquivalent sind, so 
begegnen sicli die Strahlen Bd und Qd' auf der Geraden g, etwa 
in d, und folglich smd aucb die Paare hd und V d' aquivalent. Aus 
P werden Ahcd nacb A^yd^ diese aus Q nacb Ah' dd' projidrt. 
Wmn also in emer Geraden die Baare he und h'c' fur den Grom- 
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pimld A aquiialeuf smcl, ehemo die Paare cd tmd t d\ bO bind cb 
aucli die Tame bd mid V d\ man kann dann Abed durcli wieder- 
holte Projection nacii AV c d' uberflihreii^ und tienn be dtucli Ad 
gefrennt werden^ bO toerden aiwh V d dmch Ad' gebennt 

Sind m einer Geyaden f die Tame ha mid b' c aqutvalent far 
den Gfen^ptmlit A^ ebenso die Taa‘>e be mid b^c^, bO smd cs anch 
die Taare V c und b^c^, Denn zieht man durch A die Gerade g 
beliebig, nimmt den Pimkt T m der Ebene fg (ausserhalb / und g) 
iind projicirt be aus T anf g nach , so treffen sick die Strahlen 
V ^ und ay in einem Punkte Q der Geraden ATj ebenso die Btiahien 

und a^y m emein Punkte S dieser Geraden Daraus foigt un- 
mittelbar die Bebauptung. 

Auf den Begriff der Aequivalenz liisst sick dei des Netzes fol- 
gendermassen zuriickfukren. Waklen wir z. B. ein Netz in einer 
Geraden, A als Grenzpunkt, Tq als Nullpunkt, als ersten Punkt, 
nennen wir B^^ den zweiten Punkt ii s. \v. Dann sind BqB^ und 
B^B, aquivalente Paare fui A, ebenso B^B., und u s. f. Da- 

durch wei den die Punkte B^B^ . . unter Festkaltung you AB^B^ 
vollkommen bestimmt. Nack dem yorigen Satze smd die Paare 
BzBz+i und Bf^tBj,cJri aquivalent fiir den Grenzpunkt A, wenn I 
und ft behebige (nickt negative) ganze Zaklen sind. 

Die vorstekenden Satze sind gesammelt worden, um einen zur 
Begriindung der projectiven Geometrie unentbekrlicken Satz zu be- 
weisen. Die Prage, um die es sick handelt, tritt auf, wenn vier 
Punkte ABGI) in einer Geraden wiederkolt projicirt werden, bis 
man in jene Gerade zuruckgelangt Bs kann dabei vorkommen, dass 
die letzten Projectionen von drei gegebenen Punkten mit dieseii 
selb&t zusammenfallen ; dann gilt vom vierten Punkte dasselbe, wie 
jetzt bewiesen werden soil. 

Ick setze also voraus, dass ABC I) durck wiederkolte Projec- 
tion nack ABGE libergefukrt worden sind, und babe zu zeigeii, 
dass JD init E zusammenfallt. 

Zu dem Ende werde die Annakme, dass D von E verschieden 
sei, geprtlft. Bei geeigneter Bezeicknungsweise werden A G durch B D 
und mithin auck durck BE getrennt. Bei ausgescklossenem B liegen 
dann D und E zwischen A und (7, folglieh entweder I) zwiscken 


F < 7)1 Cl Ci^i 



A und E Oder E zwischen A und I); es mag das letztere statt- 
kndcii, d. h. ALD durck BE getrennt sein, folglieh auck AD und 
BI) durch GE, Man macke nun das Paar DDj dem Paare DE fiir 
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deu GreBzpmikt A aqmvalent; dann sind BJS diuch AS^ getrennt, 
aber AB nicht durcli B^C. Construirt man also das Netz ABB^, 
so gelangt man jedenfalls zn einem Punkte B^ ist eine positive 
gauze Zahl und kann 1 sein), der von JB dnrcli^C getrennt wird ; 
man kann dann weiter den Punkt so bestimmen ^ dass G als 
Pnnkfc des Netzes ABC^ berauskommt (0^ kann mit C zusammen- 
falien); dabei werden AC^ dureh BB^ getrennt, ferner (wenn G 
von ( 7 j verschieden) AGi durcb BC^ folglicb. jedenfalls aucb AG^ 
durcli BJD, Jetzt werde das Netz ASG^ so weit verfolgt, bis 
einer seiner Punkte Cx mit D zusammenfallt oder von Gi-j-i durcli 
A und JD getrennt wird, wobei die Paare BC^ und CxGx^i for 
den Grenzpnnkt A aqmvalent sind 5 endlicb macbe man fur den- 
selben Grenzpnnkt die Paare BF und GG^ dem Paare CxD aqui- 
valent. (Ist Gx nicht von JD verschieden, so fallt F mit B, G mit 
Cj zusammen.) Wie die vorangescbickten Satze lehren, sind auch 
die Paare FC^ und BCx + i aquivalent, ferner BG und FG^, folg- 
lich BG und JDGj + i] iiberdies werden (wenn Cz von D verschie- 
den) BG^ dureh AF und mithin dutch AG getrennt; folglich 
jedenfalls BB^ dureh AG und weiter JDE dureh ACz + i* Daraus 
folgt aher, dass AD dureh BCx^ip ACx + i dureh BF getrennt 
werden. Wenn man nun die Projectionen, denen nach unserer 
Voraussetzung die Punkte ABGD unterworfen warden, auf das 
Gebilde ABCDC^CiJ^i ausdehnt, so gelangt man m die gegebene 
Gerade znruck, and zwar entsprechen die Punkte (7 sich selbst, 
demnach auch die Punkte C^Cxj^ij wahrend D als von dem ent- 
sprechenden Punkte E verschieden angenommen war Der Annahme 
zufolge wiirden daher BCxj^x^ welche nach dem Vorigen dureh AD 
getrennt werden, auch dureh AE und zugleich ACij^-i dureh BE 
getrennt werden, woraus sich die Unzulassigkeit der Annahme ergiebt. 

Das vorstehende Beweisverfahren lasst sich leicht auch auf fol- 
genden Satz anwenden: Wenn Gehilde ABGD und ABGE 
je aus mer mrsdiiedenen Elementen einer Punktreihe oder eines 
Strahlmbttschels oder eines Ebenenbuschels bestehen und alle graphi- 
schen Eigenschaften gemein Jiaben^ so fallt D mit E msammen^ 

Drei PunJete ABC, welche in einer Geraden belieUg gegehen 
sind, konnen allemal nach drei Punkten apy, welche in derselben 
Oder m einer andern Geraden beliebig gegeben sind, dureh ein- oder 
mehrmalige Projection ubertragen werden, Sind namlich die Geraden 
AB und von einander verschieden, aber ABC und a^y nicht 
perspectiv, auch etwa a nicht in AB gelegen, so ziehe man dureh 
a eine Gerade, welche AB schneidet (nicht in A), und projicire 
ABC aus einem Punkte Aa auf diese Gerade nach aJB'C'*, die 
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Punktreilien aB'G nnd a^y sind alsdanii perspective Fallen die 
Geraden AJB und zusammen, nnd ist abc irgend erne Projec- 
tion von AJBCy so kann man von abc 
zu a^y durch eine oder zwei Projectio- 
nen gelangen. 

Wenn AJBCD vier versckiedene 
Pnnkte in einer Geraden sind^ 
ebenso a^yd, und die Gebilde 
AJBCD nnd a§yd baben alle gra- 
phischen Eigen scbaf ten gemein, 
so kanif man von einem znm an- 
dern durcb eine oder mebrere 
Proj’ectionen gelangen. Denn die 
Pnnkte a^y kann man durcb ein- oder 
mehrmalige Projection nach ABC liber- 
fiibren, Wendet man dieselben Projectionen zugleicb auf d an, so mag 
sicb E ergeben. Ware nun JD von E verscbieden, so konnte man 
nnd Gx + i wie vorbin constrniren; es ware C der Gji + i der 
(A 4-1)*® Punkt des Netzes ABG^^ BCu^i dnrcb AB, ACij^i 
durcb BE getrennt. Man fiibre nocb y^ und yxj^i derart ein, dass 
y der nnd yxj^i der (A 4- 1)*® Punkt des Netzes cc^y^ wird; es 
waren dann ^yz + i durcb ad getrennt, folglicb aucb BCu^x dnrcb 
AEj zugleicb nacb Obigem ACxj^i durcb BE^ was unmoglicb ist. 

Die Umkebrung dieses Satzes wird im 17*®^ Paragrapben be- 
wiesen werden. — 

Ueber die Prage, ob die neu erlangten grapbiscben Satze ancb 
ohne den Begriff der Congrnenz bewiesen werden konnen, sei Pol- 
gendes bemerkt. Wir baben die Eigenscbaften der congruenten 
Figuren benntzt, um den Satz zu beweisen: Sind in einer Geraden 
die eigentlicben Punkte ABqB^P gegeben, B^ zwiscben ^ und P, 
Bq zwischen A und B^y so kann man die positive ganze Zahl A so 
angeben, dass dem (A 4 1)^®^ Punkte des l^etzes ABqB^ nur Punkte 
der Strecke AP vorangeben, wabrend er selbst zur Strecke AP 
nicbt gebort. Man konnte diesen Satz unabbangig vom Begrifif der 
Congruenz berstellen, wenn man sicb auf einen Grundsatz von fol- 
gendem Inbalte stiitzen wollte: 

„B[ann man in einer geraden Strecke AB Punkte • * 

in unbegrenzter Anzabl so berstellen, dass A^ zwischen A und P, 
Jg zwiscben A^ und P, A^ zwiscben A^ und B liegt m s. w., so 

A A A, A, C B 

existirt in jener Strecke ein Punkt C (welcber mit B zusammen- 
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fallen kanni derart, dass, wie auch der Punkt D in der Geraden 
AB zwischen A und C gelegen sem mag, mcht alle Puukte der 
Reihe AiA^A^... sick zwischen a und D hefinden, wahrend 
zwjsehen ^B und C sich kern Punkt der Pteihe hefindet." 

Nehmen wir in der That die eigentliehen Punkte AB^JBiP m 
einer Geraden, B, zwischen A und P, Bg zwischen A und B^, und 
construiren das Netz AB^Bi. Es liegt Bq zwischen A und P, 
zwischen B„ und P. Waren die Punkte B^B^ . . . des Netzes 

1 B, B, B k C P 

AB^B^ sammtlieh Punkte der "fetrecke AP, so lage auch Pj zwi- 
schen Pi und P, P3 zwischen Pj und P u. s. w , und es ware in 
del StreckeJ-P ein Punkt C ("welcher mit P zusammenfallen kann) 
vorhanden, derart dass, wie auch der Punkt P in der Geraden AP 
zwischen A und C gelegen sem mag, mcht alle Punkte des Netzes 
zwischen A und P liegen, wahrend zwischen C und P sich kein 
Punkt des Netzes befindet; den Punkt P kann ich so wahlen, dass 
aquivalente Paare CP und P, Bg fur den Grenzpunkt A entstehen, 
wobei CPft durch AB^, mithin auch durch AD getrennt, d. h. P 
zwischen Pq und C gelegen waie. Zwischen C und P kbnnte man 
zwei aufeinanderfolgende Punkte B„ und P^ + i des Netzes AB(,B^ 
annehmen; die Paare PoP^ und P„P«+i waren aquivalent fur den 
Grenzpunkt A, ebenso B^B^ und PC, folglich auch PC und 
P„P„ + i; ferner waren PP„ + i durch J[P„ getrennt, folghch auch 
durch AC, d h. C zwischen P und P„ + i gelegen, wahrend doch 
Bn + i zwischen C und P hegen sollte 

Das Axiom, durch welches Herr P. Klein*) die Liicke in 
Staudt’s Begrflndung der Projectivitat**) ausfdllt, kommt auf den 
eben formulirten Satz hinaus. Diesen als Giundsatz anzunehmen, 
wiirde mit den hier festgehaltenen Anschauungen nicht im Emklang 
stehen. Denn abgesehen davon, dass eine Beobachtung sich viber- 
haupt mcht auf nnendlich viele Dinge beziehen kann, ist die Auf- 
stellung jenes Satzes Ton unserem Standpunkte aus auch deshalb 
noch mcht zulassig, weil wir (vgl. Seite 18 ) in einer Strecke nicht 
unendhch viele Punkte annehmen diirfen, ohne dem Sinne des 


*) Mathem. Ann. Bd 6 S 136, Bd 7 S 532; vgl. Cantor, ebendas 
Bd. 5 S 128; Dedekind, Stetigkeit und irrationals Zahlen (Braunschweig 
1872 ) S. is’. 

■*^)-Staudt, Geometne der Lage S 60; vgl Thomae, Gebilde erster 
und zweiter Ordnnng S. 12, Keye, die Geometrie der Lage, Vorwort zur 
zweiten Auflage, F Klein, Mathem. Ann Bd 6 S. 132, Bd. 7 S. 531, Bd. 17 
S 62, Darboux, ebendas Bd. 17 S 55, Schur, ebendas Bd 18 S 252. 
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Wortes ;,Punkt‘* erne weitere als die bisherige AusdelinuBg zn geben 
uiid BUS niitbm von seiner nrsprunglichen Bedeutung noch mebr 
zn entfeinen. Eine solcbe Ansdehnung wird erforderlieli, wenn 
man die Punkte der Geraden in vollstandige Analogie mit den 
Gliedern der ans den rationalen nnd irrationalen reellen Zahlen 
bestebenden Reibe bring en will; sie erfolgt daim diireli erne geeig- 
nete Definition, an welehe sieh jener Satz als Theorem ansehliesst’*'). 

§ 16. Projective einforHiige fieMMe. 

In § 12 haben wir geselien, dass alle graphischen Satze, -welehe 
anf dem damaligen Standpunkte nberhaupt erreichbar waren, sich 
aus den graphischen Satzen der §§ 7 — 9 deduciren lassen Fiir 
den dadurch abgegrenzten Theil der graphischen Geometric konnten 
wir die drei Reciprocitatsgesetze ans dem Umstande folgern, dass 
die Worte ^^Punkt^ imd ^^Ebene^ in den Stammsatzen vertauschi 
werden durfen. 

Ueber dieses Gebiet hat der vorige Paragraph hinausgefilhrt 
nnd gestattet nns, zwei weitere Satze zn jener Grnppe hinzuznfngen; 
namlich: Werden m einer Geraden die Punkte AB^ diirch B^B 
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl n so angeben]; dass 
der Pnnkt des Netzes ABqB^ entweder mit P zusammenfallt 
Oder vom (n + durch A nnd P getrennt wird; find: Werden 
in einem Ebenenbiischel die Ebenen AB^ durch BqP getrennt^ so 
kann man die positive ganze Zahl n so angeben, dass die Ebene 
des Netzes AB^B^ entweder mit P zusammenfallt oder von der 
{n + 1)*®“ durch A und P getrennt wird Die erweiterte Gruppe 
behalt die Bigenschaft, dass Pnnkt ^ und Ebene vertanschbar 
smd, und da wir im Folgenden die grapbische Geometric nicht 
weiter fiihren werden , als dies mit Hiilfe der so vermehrten Stamm- 
satze geschehen kann, so ist fur unsere Zwecke die Reeipro- 
citat zwischen den Punkten nnd Ebenen schon jetzt ge- 
nugend erwiesen, mithin auch die Reciprocitat zwischen den 
Punkten und Geraden an einer Ebene und zwischen den Geraden 
und Ebenen an einem Punkte. Die drei Dualitatsgesetze lassen 
sich also ohne Weiteres auf alle graphischen Satze des vorigen 
Paragraphen anwenden; doch ist es uberfliissig, die sich ergeben- 
den reciproken Satze noch besonders anzufuhren. — 

Wir haben zuletzt gerade Punktreihen betrachtet, welehe durch 
Projectionen in emander iibergehen. Wenn man von einer Punkt- 


*»•) Siehe luiten $? 23. 
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reihe dureh erne oder mehrere Projectionen. zu einer andern ge- 
langii; so lieissen die beiden Punktreihen projectiv. Polgende 
Satze konnen wir jetzt unmittelbar ausspreclien. 

Sind die JPunMreiJien ahcd nnd dVcd' projectiv ^ ab durcli 
cd getrenni^ so sind ciV dioeli cd' getrennt, 

Stnd die Punldreihen ahcd und ahee projechv^ so fallen d und 
e ^mammen. 

Die Elemeute der einen von zwei projectiven Reihen darf man 
beliebig anordnen; aber durch die Anordnuug, welche man in der 
einen Reibe trifft^ wird im Allgemeinen die in der andern zu tref- 
fende bestimmt. Wenn swei Punlt?etJien aus gleichvielen, aher 
hochstens p drd Memenfen hestehen^ so sznd sie stets projectiv, gleich- 
viel wie man sie ordnet Nehmen wir aber vier Punkte ahcd in 
einer Geraden f, Durch d ziehe man eine Gerade g, wahle ausser- 

halb beider Geraden in ihrerEbene 
einen Punkt A, projicire 
A auf g nach und bezeichne 
den Durclischnittspunkt von afi, 
cy mit JB; dann werden ahcd 
aus A auf g nach ccpyd, diese 
aus a auf cy nach AJByc, diese 
endlieh aus /3 auf f zuriick nach 
hade projicirt. Folghchsind ahcd 
nnd bade projectiv, uherhaupt 
ahcd, hade, edah, deha. Nun 
mogen etwa ah durch cd getrennt 
werden. Liegen ahcd harmomsch, so sind auch ahcd und hacd, 
ahde, cdha, dcah projectiv, Umgekehrt: Smd ahcd und hacd 
projectiv, so sind es zugleich apyd und hacd, also, wenn g und 
hB m a sich schneiden, afyd und dfyd projectiv, d. h. a mit 
d identisch; ahcd haimomsch. Wmn ahcd nicht harmomsch he- 
gen, so ist ahcd Iceiner der Reihen hacd, ahde, cdha, dcah pro- 
jeckv Es bleiben noeh 16 Permutationen ubrig, welche sich mit 
den Punkten ahcd vornehmen lassen; aber da weder ac durch hd 
noch ad durch he getrennt werden, so ist die Reihe ahcd niemals 
einer von diesen 16 Permutationen projectiv. 

Hat man zwei projective Punktreihen ahe ... und aV c' , . 
so heissen a a', hh\ cd, ... homologe Punkte; fallt em Punkt mit 
dem homologen zusammen, so sagen wir, die beiden Reihen haben 
den Punkt entsprechend gemein. Je zwei homologe Theile der 
beiden Reihen sind projectiv. Sind drei Punkte entsprechend 
gemein, so sind es alle. 


A 
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§ 16- Piojective einfbrmige Gebilde 

Es seien P und P' projective Punktreilien^ welclie mindestens 
aiis je drei Punkten bestehen und in bestimmter Anordnung fest- 
gebalten werden ; die Trager sollen resp. f und f heissen (braucbeii 
aber nicbt verscMeden zu sein). In f werde ein Punkt d beliebig 
angenommen. Wenn er zu P gebort, so entspricM ibm in f ein 
vbllig bestimmter Punkt d' als bomologer Punkt der Reihe P'. 
Wenn d nicbt zu P gebort, so scbreibe man d zur Reihe P hinzu 
und erweitere P' mittels irgend welcber von P zu P' fubrenden 
Projectionen um einen Punkt d' derart, dass die erweiterten Figuren 
wieder projectiv sind; aucb dann ist d' ein vblhg bestimmter Punkt 
der f. In beiden Fallen diirfen wir also sagen: d und d' sind 
bomologe Punkte bei der zwischen P und P' gegebenen project! ven 
Beziebung (Projectivitat), und es ist in diesem Sinne jedem 
Punkte der f em und nur ein bomologer Punkt der f zugeordnet- 
TJm eine projective Bezieliung zwischen mei eihen hermi- 

stellen^ darf man m drei PunMen der einen Pieilie die homologen 
PunJcte behelig wahlen; durcJi drei solche Paare ist aber die pro- 
jective Pe^iehung voUlcommen beshmmt. 

Punktreibe, Strablenbuscbel und Ebenenbiiscbel werden ein- 
formige Gebilde (einformige Grundgebilde) genannt Sind zwei 
einfbrmige Gebilde perspectiv oder kann man zwischen sie irgend 
erne Anzabl von ebensolcben Gebilden derart einschalten, dass nacb 
der Einscbaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv 
smd, so nennt man jene beiden Gebilde projectiv und wendet 
auf sie alle Ausdriicke an, welcbe fiir Punktreiben ^oeben erklart 
worden sind. Jedes einformige Gebilde ist sicli selbst projectiv. Zwei 
einformige Gebilde j die einem driUen projectiv smd, sind unter sicli 
projectiv. Sind die einformigen Gebilde abed und aVcW projec- 
tiv, ah durch cd getrennt, so smd aV durch d d' getrennt. Je 0wei 
homologe Theile mveier projectwen einformigen Gebilde sinU projectiv. 
Ueberbaupt lassen sicb die obigen Satze einfach verallgemeinern. 

Einformige Gebilde, die aus gleicJivielen, aber hochstens je drei 
Elementen bestehen, smd stets projectiv. Durch drei Paare von homo- 
logen Elementen wird erne projective JBemhung zwischen mei ein- 
formigen Gebilden voUlcommen bestimmt, so dass jedem Element, das 
zu dem einen Gebilde gereebnet werden kann, im andern ein und 
nur ein bomologes Element entspricbt 

Ist von mei projectwen einformigen Gebilden das erne harmo- 
nisch, so ist es auch das andere. Je mei harmonische Gebilde sind 
projectiv. Das harmonische Gebilde abed ist demnacb zu bade, 
edab, deba, bacd, abdc, cdba und dcab projectiv, aber zu kei- 
ner der IG iibrigen Permutationen. Ist dagegen kerne Permutation 

nASOK, Vorlesungen, 9 
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(Jes einformigen Geiildes aicd so sind hade, edah und 

del a m ale (I projeciiv, ale?' Jcei?ie der 20 ubrigen Ter?nutationen, 

Perspective einfbrmige Gebilde smd projectiv. Umgekelirt : 
We?%?i miselmi mei eznfur?mgen QeMden erne projectm Be^iehimg 
^attfindet iind es liegmi drei Eleme?ite des einen pe^speckv ?mt^ de?i 
lioMolog 0 )i EleMe?ite?i des ajideyn^ so hege?i d%e leide?i Gebilde tele?- 
hatipt pef'spectiv 

Voa Punkfcreilien auf demselben Trager oder Ebenenbuscheln 
mit derselben Axe oder concentrisclien Strahlenbiischeln an dersel- 
ben Ebene ivird gesagt^ dass sie aufeinanderliegen oder sicli 
in vereinigter Lage befinden. Zwei pTO^jCctwe Pwddi ediefi ode? 
Ele?ie?il 2 iscliel ode? St?'alde??luscJiel (Mtt geifheinseJiaftlzclieiu Scheitel 
ode?' ifi eifhCTlei Ebe?ie)^ welche eiw EleMefit e?itspTecJie?id geMeifi 
liale?i, olme aufeznander 0u hegen^ smd allemal perspecUv. 

Liegen zwei projective einformige Gebilde ale • nnd ah' d . . 
aufeinander, so kann es vorkommen, dass nicht bloss aa (welche 
von einander verschieden sem sollen), sondern auch da homologe 
Elemente sind, d. h. adlc und a' aV c projectiv. Alsdann sind 
VI ebenfalls homolog, da ad IV und daVl projectiv, und man 
kann uberhaupt durchweg die homologen Elemente mit einander 
vertauschen. Von solchen Gebilden ale * ^ al c ... sagt man, 
dass sie involute risch liegen, oder man sagt, dass die Paare 
aa\ ll\ ec\ ... eine Involution bilden; die Elemente eines 
jeden Paares heissen conjugirt und sind vertauschbar. Durcli 
zwei Paare isfc die Involution bestimmt, d. h. zu jedem Element 
das conjugirtej zwei Paare aber tonnen beliebig angenommen 
werden. 

Die Aufgabe, in einer durch zwei Paare gegebenen 
Involution zu einem Elemente das conjugirfce zu con- 
struiren, glebt uns Gelegenheit, die in § 10 am Sehluss ange- 
stellte Betrachtung zu erganzen. Die Seiten eines ebenen vollstan- 
digen Vierecks alcd werden dort mit einer Geraden durchschmt- 
ten, und zwar die Seiten ca^ al^ ad^ Id^ cd in resp. g, h, 
h^. Damals wurde bewiesen, dass der sechste Punkt durch 
die ubrigen bestimmt ist; jetzt konnen wir zeigen, dass //i, gg^^ 
li\ Paare emer Involution sind, d h. die drei Paare gegenuler- 
hegender Seiten eines vollstandigen VierecJcs werden von jeder Ge- 
raden seiner Elene in PunJetpaaren einer Involution geschniUen. In 
der That ist die Punktreihe fghh^ ein Schmtt des Strahlenbuschels 
l{cgah^)j d. h des Buschels der Strahlen be Ig la Ih^, die Punkt- 
reihe ein Schnitt des Strahlenbuschels a{dgyh^V)] da diese 

Strahlenbiischel perspectiv zum Btischel hi{cgal) d. i. \{dg^aV) 
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liegen, so sind fg}i\ und figihji projectiv, folglich die Paare ff^y 
99n Inyolution. — Die anf Seite 82 besekriebene Con- 

struction liefert also in der durch zwei Paare fYi nnd gg^ gegebenen 
Involution von Punkten zum gegebenen Punkte h den eonjugirteii 

anf die Involution im Ebenenbiischel und StraMenbiiscbel lasst 
sie sich leicbt libertragen. Aucb i>st jetzt Mar, dass man bei jener 
Construction f mit /j oder g mit g^ vertauschen darf. 

Wenn m einer Imolukon trgend ein Paar durch ein undoes 
getrennt imrdy so wird jedes Paar durch jedes andere gefrennk Denu 
wenn die Elemente a a' durch hV getrennt werden^ so liegt bei 
ausgescMossenem c von den Elementen h und V das eine (6) zwi- 
schen a und a'j das andere (6') aber nicht; sollen nun aaVc und 
aabc projectiv sein, so werden a a' zwar durch aber nicht 
durch he getrennt; folglich sind a a' durch cc" getrennt, ebenso&&' 
durch cd u. s. w. 

Bei aufeinanderliegenden projectiven Gebilden werden die etwa 
sich selbst entsprechenden Elemente auch Doppelelemente ge- 
nannt. W&rden m einem einformigen Gebzlde die Paare a a', bh'yCC . . 
durch die festen Elemente f und g harmomsch getrennt y so bilden 
sie eine Involution mit den Poppelelementen f und g, Denn es sind 
(§ 11 Seite 90) fgab und fgaV, fgah und a' &' projectiv; daraus 
darf man aber die Projectivitat der Gebilde fgaah und fga'aVy 
iiberhaupt fgaabc , . . und fga aVc' . . . schliessen. Umgekehrt: 
Sind a a! conjugirte Elemente einer Involution mit den Doppelelemen- 
ten f und gy so liegen fgaa harmonisch; denn dann sind fgaa 
und fga a projectiv. Weiter ergiebt sich (§11 Seite 90): Smd 
a a und bV Paare einer Involution mit mei Boppelelementen y so 
werden ad durch bV nicht getrennt. 

Hiernach kbnnen nicht bei jeder Involution, also nicht bei 
jeder projectiven Beziehung zwischen aufeinanderliegenden projec- 
tiven Gebilden zwei Doppelelemente auftreten*). Aber wenn die 
projectiven einformigen Gebilde abc . . und dV d . aufeinander- 
liegen und em Eoppelelement f besitmn, so haben sie (mit einer so- 
gleich zu erwahnenden Ausnahme) noch ein 0weites Doppelelement 
Es sei in der That weder a noch b entsprechend gemem, so dass 
die Paare ad und bd erne Involution bestimmen, und in dieser 
Involution sei g das zu f conjugirte Element, also fgab und gfb' d 
projectiv; dann sind auch fgab und projectiv, also ^ Doppel- 

element der gegebenen Projectivitat. — Bei dieser Gelegenheit be- 
merken wir: Wenn in einem einformigen Gebilde fgab und fgdV 


S. noch unten § 23, 

' 9 ^ 
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project w Sind, so liegen die Tame fg^ aV nncl ha %n Involution, 
und umgekeJifi; es sind dann aueh fgaa und fghh projectiv 
Sollen die projectiven einformigen Gebilde ahc . . und ah c . . 
welche in vereinigter Lage und mit einem Doppelelement f ange- 
nomnien werden, kein weiteres Doppelelement besitzen^ so muss 
f zugleicb in der durcb die Paare aV und ha bestimmten Involu- 
tion sicb selbst entsprecben {faVh und fV aa projectiv). 1st als- 
dann m das vierte harmoniscbe Element zu ah f {fahwi und/& am 
projectiv, mitbin aucb fmah h und fwih aa^, so ist m das andere 
Doppelelement jener Involution ^ also zugleicb. das vierte barmo- 
niscbe Element zu haf, d b die Paare ah und a h sind equi- 
valent fur das Grenzelement /) ebenso die Paare ac und ac u. s w. 
Wir wollen deshalb eine derartige Beziehung eine Aequivalenz 
liiit dem Grenzelement fnennen; sie ist nicbt mvolutoriscb. Zu 
ibrer Bestimmung sind ausser dem Grenzelement f nocb irgend zwei 
bomologe Elemente a a anzugeben; construirt man a!' als viertes 
barmoniscbes Element zu a'fa^ so sind die Paare a a und a a 
fiir das Grenzelement f Equivalents und man bat drei Paare ff^ aa, 
a a' der projectiven Beziebung. — 

Ist in einer Geraden durcb zwei projective, aber nicbt 
involutoriscbe Punktreiben P und P' eine projective Beziebung 
gegeben, und entspricbt dem Punkte 6 der Geraden der kein 
Doppelpimkt sein soli, bei der Beziebung PP' der Punkt o, bei 
der Beziehung P'P der Punkt a, so sind die Punkte a und c nicbt 
bloss von hy sondern aucb von emander verscbieden. Wenn also 
nocb cd bomologe Punkte bei der Beziebung PP' vorstellen, so 
ist durcb die Punkte ahcd, namlicb durcb die drei Paare ah, he, 
cd, die projective Beziebung bestimmt, 

Dem in der Geraden f variirenden Punkte y entspreebe ^ bei 
der Beziebung PP', dagegen x bei der Beziebung P"P. Ziebt 
mEn durcb h nocb erne Gerade g, nimmt in der Ebene fg den 
Punkt 0 ausserbalb der beiden Geraden und projicirt cdyB axis 0 
auf g nacb so sind ahxy und heyz projectiv, hey^ und 

perspectiv, folglicb ahxy und h^^ij projectiv, ebenso die 
Strablenbuscbel vj^ahxy) und yQy^lri), diese mithm sogar per- 
spectiv. Begegnen sich also die Geraden xvi und im Punkte Q, 
so liegen a^Q m gerader Lime, Q in der festen Geraden a/3 

Dem (von a, h, c verschiedenen) Punkte m der Geraden f seien 
die Punkte I und n in den Beziebungen P'P mid PP' zugeordnet. 
Projicirt man m und n aus 0 auf g nacb resp. I und /x, so sind 
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cthlx imd hcmy, Icmy und cdn^ projectiv, cdns unci per- 
spective folglicli ahlx und projeetiv. Indem wir den Dmcli- 

schnittspunkt B der Geradeu xyj und ly. emfuliren, erkennen wir 
die Stralilenbiiscliel [i{ahlx) und B[^yiLY^ nickt bloss ais pro- 
jectiv, sondern auch als perspectiv, da die Geradeu und Rii 
zusammenfallen Demnacli liegt der Diircbschnittspunkt der Strah- 
len und in gerader Linie mit y und die Strahlen iia 
und E/J sekneiden sich auf der Geraden yx. Weiter sind die 


0 



Biischel a(J)^yiid) und ^(xQtjE) perspectiv, denn die Strahlen a& 
und jix begegnen sick in Xy ay und in y, und /3E auf yXy 
a§ und fallen zusammen. Da mithm die Punktreiheu l^yii 
und xQTjEy h^y^i und Icdn, hcdn und abcm projeetiv smd^ so 
ergiebt sich schliesslich die Project! vitat der Punktreiheu xQrjB 
und ahem, 

km 0 projicire ich E auf f nach r, Dann sind xy^r und 
xQ/t]B perspectiV; folglich xy^r und ahem projeetiv. Da man 
duich passende Wahl des Punttes m das Gebilde ahem emem 
beliebig gegebeneu^ aus vier verschiedenen Elementen bestehenden 
einfomigen Gebilde projeetiv machen kann, so ist m der Geraden 
f jedem Punkte y ein Punkt r duroh die Forderung zugeordnet; 
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dass xygr emem festen Gebilde projectiv sein soli. Wenn m in 
einen Doppelpunkt der Projectivitat PP' fallt, so vereinigt sich 
der Punkt m nut I und n, der Pankt A mit ft, die Gerade mit 
Om, und der Puukt > hat bestandig die Lage m. In jedem andern 
Fade bescbreiben die Strahlen yx und wahrend y variirt, per- 
spective Biisehel resp. um y und /3 mit dem perspectiven Durcb- 
sebnitt ay, mitbin gleichzeitig die Punkte x und B projective 
Punktreiben resp. in den Geraden f und ly, also ist aucb die Be- 
ziebung zwiscben y und r in der Geraden /'Projectivitat. Wenn endbcb 
die Punkte / und s bei der Beziebung PP' resp. den Punkten ^ 
und r entsprecben, also das Paar ss dem Paare ijr, so sind xijzr 
and yss's projectiv, d. b yss's dem festen Gebilde projectiv, 0 
und s zugeordnete Punkte der zwiscben y und r bestebenden Pro- 
jectivitat Die Paare dieser Beziebung werden durcb die Projec- 
tivitat PP' in Paare derselben Beziebung ubertragen, und wir 
kbnnen daber sagen, die Beziebung yr sei bei der Projectivitat 
PP' sicb selbst bomolog. 

Werden auf aner Geraden, in welcJier durch 0 wei yrojeckve, 
aler mcJif invoMonscJie PunMreihen P und P' erne projeckve Be- 
0iehung gegelen tst, dem Punlte y durch die Beztehungen P'P und 
PP' resp die Punkte x und 0 0ugeordnet und ein iceiierer Punkt r 
SO construirf, dass die gerade Punktreihe X0yr einem festen Gebilde 
projectiv atisfalU, so ist aucJi die 0Wtschen y und r entstehende Be- 
ziehung Projectivitat und bei der Projectivitat P P' sich selbst ho- 
molog. Fallt jedocb r bei eiuer Lage von y in einen Doppelpunkt 
der Projectivitat PP', so bleibt r bei alien Lagen von 4 / unveraudert. 

Durcb die Beziebung P'P werde dem Punkte r der (von r 
versebiedene) Punkt g zugeordnet. Daim sind yrxg und zsyr 
projectiv, mithin aucb yrxy und rysz, folglicb die Paare qz, ry, 
sx in Involution, xzyr und sqry projectiv. — Nimmt.man also 
xzyr barmoniscb, so werden aucb sqry oder qsry barmonisch, 
X0yr und qsry projectiv; also wird dann y durcb r in derselben 
Weise bestimmt, wie r durcb y. 

Werden auf einer Geraden f, in welcher durch zwei projective, 
dber mcht involuforische Punktreihen P und P' erne projechve Be- 
ziehung gegeben ist, dem Punkte y durch die Beziehungcn P' P und 
PP' resp. die Punkte x und 0 zugeordnet u/nd zu den PunMen xzy 
der vierte harmonische Punkt r aufgesucht, so bilden die Paare yr 
erne Involution, welche durch die Beziehung P P' in sich selbst uber- 
tragen wird*). Ist jedocb die Beziebung PP' eine Aequivalenz, 

*) Diesen Satz hat Herr Schroter angegeben. Orelle’s Jonrn.Bd.77 S.120. 
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SO fallt r bei alien Lageii yon y mit dem CTrenzpunkte der Ae<im- 
valenz zusammen. 

Im StraUeiibuscliel iind im Ebenenbiiscliel gelten analoge Satze 

§ 17. Collineare Fignren. 

Wir gelien jetzt zu deu Gebilden zweiter Stufe uber, in- 
deni wir unter diesem Namen Planfiguren und centriscbe Figureu 
zusanimenfassen Wenn man erne aus beliebig vielen Puukten be- 
stehende Planfigui* ein- oder mehrmal projicirfc, so erhalt man erne 
aus ebenso vielen Punkten bestehende Planfigur, und so oft Punkte 
der einen Fjgur an einer geraden Lmie liegen, ist dies aucb bei 
den entsprecbenden Punkten der andern Pigur der E^alL Solche 
Piguren heissen deshalb colli near, aber man wendet diesea Aus- 
druck tiberliaupt auf zwei Gebilde zweiter Stufe an, wenn sie per- 
spectiy smd oder wenn man zwiseben sie irgend erne Anzabl von 
Gebilden zweiter Stufe derart einsclialten kann, dass nacli der Em- 
schaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv werden* 
Man kann dabei die emformigen Gebilde als specielle Palle zulassen 
und demgemass projective einformige Gebilde auch collinear nennen. 
Jedes Gebilde meiter Stufe ist sich selbst collinear, Je zwei homo- 
loye Theile zweier coUmearen Gebilde zweiter Stufe smd collmear* 
Gebilde zweiter Stufe smd collmear^ wenn sie emem imd demselhen 
Gebilde zweiter Stufe collinear smd. 

Um zwei Gebilde zweiter Stufe collmear auf ennander zu beziclmi^ 
darf man vier yleicJiartigen Elementen des emen^ von denen Jceme drei 
cinem einformigm Gebilde angelioren^ vier elensolche Elemente des 
andern beliebig zuordnen; z, B. wenn. man m einer Ebene vier Punkte 
abed annimmt, von denen keine drei in gerader Linie liegen; und 
vier ebensolcbe Punkte aVe'd' in derselben oder in einer andern 
Ebene, so sind die Elguren abed und a'V c' J collinear Der Satz 
wird leicht als allgemem richtig erkannt, sobald er sick m dem an- 
gefuhrten besonderen Palle bewahri Es sei nun m der Durch- 
schnittspunkt der Geraden ah und cd^ m' der der Geraden a'U und 
cd\ P eine von a' Vo verschiedene Ebene durch aV] so kann man 
abedm durch eine geeignete Anzahl von Projectionen auf die Ebene 
P so libertragen, dass auy bb', mm' horn ologe Punkte werden. Er- 
geben sich dabei yS als homologe Punkte zu cd, so sind die Piguren 
ab'yd und dh'c'J perspective Centrum der Perspectivitat ist der 
Durchschmttspunkt der Geraden yc und dd', 

Eine Collmeation zwischen zwei Gebilden zweiter Stufe voU- 
kommen bestimmt^ wenn man zu vier gleicJiartigen Elementen des 
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emen^ ion ilenen leine drei euiem emfdrmtgen Gebtlde angelioren, die 
liomologen lennt Es ist hinreicheud, folgenden besonderen Pall zu 
beweisen: Smd die aus je fiinf Punkten bestehendeii Planfigiiren 
ahcde mid a bade collinear und keine drei vou den Punkten abed 
111 gerader Linie, so fallt e nut e zusammen. Zu dem Zweek brauebt 
man aber nur zu beacliten, dass die G-eraden ae imd ae wegen der 
Colliiieation zwiscben den Strahlenbuscbeln a(bcde) und a{bcde) 
identisck sind, ebenso die Geraden be und be, ce und ce'j de 
und de' — 

Urn jetzt den Begnff der Collineation in Toiler Allgemeinlieit 
einzufilbren, stellen wir folgende Betraebtung an. Es seien drei 
Punkte Oaa m einer Geraden gegeben und eine Ebene P, welcbe 
keinen der drei Punkte entbalt. Jedem Punkte b ausserbalb der 
Geraden ad ordnen nvir in der Geraden Ob den Punkt V zu, dessen 
Verbindungsbnie mit d &.ex ab auf P begegnet; wird dagegen ^ 
auf ad von 0 versebieden angenommen, so nebmen wir einen 
Punkt b ausseibalb der Ebene P und den zugeordneten Punkt b' 
zu Hulfe und ordnen dem Punkte ^ in der Geraden ad den Punkt /S' 
zu, dessen Yerbindungslime mit V der &/S auf P begegnet; der 
Punkt 0 endheb wird sicb selbst zugeordnet. Dass /S' unabbangig 
von b ausfallt, bedarf eines Beweises Es sei daber zunaebst c 
irgend ein Punkt ausserbalb der Ebenen P und Oabj c' der zuge- 
ordnete Punkt in Oc, so dass ac und do sicb auf P begegnen. 
Wegen der Perspectivitat der Dreiecke abc und dV c' sebneiden 
sicb be b'Cj ca c'd, ab db' auf einer Geraden, folglicb aucb be 
und b' c' auf P, ebenso /Sc und /S'e' wegen der Perspectivitat der 
Dreiecke /S6c und /3'6'c', d. b. bei der Construction von /S' kann b 
durcb e ersetzt werden Ist ferner y ein Punkt der Ebene Oa&, 
aber ausserbalb der Ebene P und der Geraden ad^ also ausserbalb 
der Ebene Oae, so kann man y statt e benutzen, also aucb statt b. 
Die Geraden cy und c'y treflfen sicb auf P, ebenso by und b'y\ 
Sind also dd' und ee Paare von bomologen (d. i. zugeordneten) 
Punkten, so trefFen sicb die Geraden de und d' e auf P; man kann 
daber das Paar ad ^ von welcbem wir ausgingen, dnreb jedes andere 
Paar bomologer Punkte, wenn sie von einander versebieden sind, 
eisetzen. Der Punkt 0 und die Punkte der Ebene P sind sicb 
selbst bomolog, aber nur diese. 

Bezeiebnet man zwd auf einander bezogene Punktgruppen als 
perspectiv, sobald die bomologen Punkte durcb die Strablen 
ernes Bundels mit einander verbunden werden, dann bildet die so- 
eben defimrte Beziebimg eine besondere Art von Perspectivitat. 
Wir wollen sie Collinear-Perspectivitat nennen, weil Punkten 
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einer Geraden btets Punkte einer Geraden entsprecheu. Sind m der 
That ahc Punkte einer Geraden g ^ so liegen die homologen Punkte 
a¥ c' auf einer Geraden g\ 1st g in enthalten, so sind a l)c ent- 
sprechend gemein; liegt g ausserhalb ohne 0 zu enthalten, so 
fallen die Geraden a¥ und do in eine emzige zusainmen , well sie 
durcli den Punkt gP gehen; geht endlich g durch 0, so liegen 
dV c auf g. Wir nennen gg homologe Geraden. Die Geraden, 
welche m P liegen oder durch 0 gehen, sind sich selbst homolog, 
aber nur diese. Je zwei homologe Geraden begegnen sich m einem 
Punkte von P, ihre Ebene geht durch 0. 

Jeder Planfigur entspricht eine Planfigur; die Ebenen solcher 
Figuren nennen wir homolog. Die Ebene P und alle durch 0 gehen- 
den Ebenen sind sich selbst homolog, aber nur diese Je zwei ho- 
mologe Ebenen schneiden sich in einer Geraden der Ebene P. Sind 
DP' und EE' Paare von homologen Ebenen, so geht die Ebene 
der Geraden DE und D'E' durch 0. Die Beziehimg ist jetzt auf 
Figuren ausgedehnt, die sich in beliebiger Weise aus Punkten, Ge- 
raden und Ebenen zusammensetzen, und man sieht, wie neben dem 
Punkte 0 und der Ebene P, an denen nur sich selbst homologe 
Ebenen liegen, ein Paar homologer Punkte oder Ebenen nothwendig 
und hinreichend ist, um die ganze Beziehung zu bestimmen. Die 
Definition ist sich selbst reciprok 

Jede Planfigur, deren Ebene nicht durch 0 geht, liegt perspec- 
tiv zur homologen, wobei 0 Centrum der Perspectivitat ist; auch 
jede centrische Figur, deren Scheitel nicht zu P gehort, liegt zur 
homologen perspectiv, wobei P der perspective Durchschnitt ist. 
Wir nennen daher 0 das Centrum der Perspectivitat und P 
den perspectiven Durchschnitt fur unsere allgemeine Be- 
ziehung Nimmt man eine Pigur in einer durcli 0 gehenden Ebene, 
so liegt die homologe Figur m derselben Ebene, und wenn ad 
(verschiedene) homologe Punkte ausserhalb dieser Ebene sind, so 
wird die erste Figur aus a auf P nach derselben Figur projicirt, 
wie die zweite aus a . Analog verhalten sicb. die centrischen Pi- 
guren, deren Scheitel auf P liegen. Hiernach sind je zwei homo- 
loge Gebilde zweiter Stufe collinear. Man schliesst daraus: Smd 
alcd und dh'c'd' homologe einformige Gebilde und al durch cd 
getrennt, so werden dh' durch cd' getrennt. Ueberdies wissen wir, 
dass aneinanderliegenden Elementen ebensolche entsprechen. Folghch 
haben colhnear- perspective Figuren allc graphischen Eigenschaften 
nnt emander gemein, 

Jede perspective Bemhung mischm mei Figuren in versche- 
denen Ebenen lasst szch m einer Colhmar^ Perspectivitat erweitern^ 
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die sich atif alh Elemmte ersbecli] man hat namlich ausser dem 
Centrum der Perspectivitat zwei homologe Ebeuen, durch deren 
Schnittlinie man den perspectiven Durchschnitt beliebig legen kann. 
Ebenso Jcann man zwei ’perspective centtische Figuren, deren ScJmtel 
versclueden sind, sfets m homologen Theilen von coUineat-perspechven 
Figuren nnt heliehigen Elenienten macJieii. 

T m Anschluss an diese Bemerkung kaun nunmehr die Definition 
der Collinearitat von Figuren, bei denen die homologen Elemente 
gleichartig sind, zu voller Allgemeinheit erhoben werden. Zwei 
solche Figuieu heissen collinear, wenu sie collinear-perspectiv 
sind, oder wenu man zwischen sie eine Anzahl von Figuren derart 
emschalten kann, dass nach der Emschaltung je zwei aufeinander- 
folgende Figuren collinear-perspectiv sind. Jede Figur ist sich selhst 
coUinear. Je mvei homologe Theile von collmemen Figuien sind 
collinear. Zwei Figuren sind stets coUmear, ivenn sie einer drdten 
collinear sind Die Begriffe collinear und collinear-perspectiv sind 
sich selbst reciprok. 

Zkcei Figuren abode und a'h' d d'e', die sich aus je funf Funiden 
derart susanimensetmi, dass m hemer Figur vier Punlde cincr Ebene 
oorhommen, sind collinear. Wird namlich e aus d auf die Ebene 
abc nach m, e aus J auf die Ebene a’Vd nach ni projrcirt, so 
smd die Figuien ahem und a'b'c'm collinear. Lassen sich bei 
dieser Colliueation den Punkten de die Punkte 8 s zuordnen, so 
sind die Figuren a'b'cds und a’b’dd'e' colhnear-perspectiv ; Centrum 
der Perspectivitat ist der Durchschnittspunkt der Geraden dd' und 
se', perspectiver Durchschnitt die Ebene ab'e. — Fine Collineation 
ist voMommen bestimmt, werni man zu funf PunJden, von denen 
leine mer in einer Ebene hegen, die homologen Icennt; d h. wenn 
die aus je seeks Punkten bestehenden Figuren abedef und abedef 
collinear smd und von den Punkten abede keine vier in einer 
Ebene liegen, so fellt f mit f zusammen. Da namlich die Strahlen- 
buudel aibedef) und aibedef) collinear sind, so fallen die Strah- 
len «/■ und af zusammen, ebenso bf und bf, of und cf, d/' und 
df, ef und e f. — Die reciproken Satzer mogen mchi erst besoii- 
ders ausgesproehen werden. 

Collineare Gebilde jeder Art nennt man auch projectiv, aber 
die letztere Benennung ist nieht auf den Pall der Collineation be- 
schrankt. Cdlkneare Figuren, bev denen die homologen Elemente 
glewhartig sind, hdben alle graphischen Eigenschaften mit emander 
gemein. So werden z. B. die graphischen Eigenschaften einer Punkt- 
reihe durch keine Projection geandert Dass umgekehrt zwei Punkt- 
reihen projectiv sind, die in alien graphischen Eigenschaften fiber- 
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emstimmen^ liat sich selion in § 15 ergeben Uebertragen wir dies 
nun auf die allgemeineren Gebilde. Zunaclist setzen wir in eineni 
Gebilde zweiter Stufe aus gleichartigen Elementen die Pigiiren abode 
imd abode zusammen, welche alle grapbiscben Eigenscbaften ge- 
mein haben sollen, wobei aber keine drei Ton den Elementen <2 
emem einformigen Gebilde angeboren diirfen. Je zwei derartige 
Elemente a und h bestimmen ein recipiokes Element ah m jenem 
Gebilde; die Elemente ab, ac, ad^ ae liegen in emem einformigen 
Gebilde j ebenso die Elemente ah^ ac, ad^ ae\ da diese Gebilde 
alle grapbiscben Eigenscbaften gemem baben^ so fallen ae und ae' 
zusammen^ ebenso he und be\ ce und ce'y cle und de\ also e und e. 
Setzen wir endlich aus Punkten oder aus Ebenen die Piguren abcdef 
und abcdef y weicbe wieder alle grapbiscben Eigenscbaften gemem 
baben sollen^ derart zusammen, dass von den Elementen abode 
keine Tier m emem Gebilde zweiter Stufe liegen, so fallt af mit 
af zusammen, bf mit bf u. s. w.^ folglicb / mit f\ Wird also die 
Pigur abcdef aus secbs Punkten derart gebildet, dass von den 
Punkten abode keine vier m einer Ebene liegen; und die Pigur 
aVc'd'ef' aus secbs Punkten derart, dass die beiden Piguren in 
alien grapbiscben Eigenscbaften ■uberemstimmen , so smd die Piguren 
collinear. Mitbin gilt dei Satz: 

Eine JBemhimg^ vermoge deren jedem Funlte ein besUmmter 
Funht derart mgeordnet wirdy dass je Bwei liomologe Figuren alle 
graphischen Ezgenschaften gemem Jiabeny %st eine Colhneation 

Eine solcbe Beziebung ist die Oongruenz. Mit Hulfe zweier 
congruenten Piguren, die aus je drei nicbt in gerader Linie gele- 
geneii eigentlicben Punkten bestehen, kann man pine Beziebung 
berstellen, weicbe sich auf alle Punkte, Geraden und Ebenen er- 
streckt; dabei sind je zwei bomologe Figuren congruent und stimmen 
in alien grapbiscben Eigenscbaften uberein. Congruente Figuren 
konnen immer als bomologe Theile derartiger Figuren aufgefasst 
werden. Hieraus foigt: 

Congruente Figuren sind collinear. — 

Weil die grapbiscben Eigenscbaften einer Planfigur durcb Pro- 
jection auf eine andere Ebene, mitbin iiberbaupt durcb TJebergang 
zu einer collinearen Planfigur mcht geandert werden, so durfie man 
zunachst die grapbiscben Eigenscbaften der Planfiguren projective, 
d, i. bei der Projection sich ubertragende nennen. Nun 1 st beieits 
erwabnt worden, dass man collineare Gebilde jeder Art aueh pro- 
jectiv nennt. In entsprecbender Weise bat man die Benennung 
projective Eigenscbaften ausgedebnt, mdem man sie fur die 
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giaphisclieu Eigeiischafteu beliebiger Figmen emfuhrte. Die Geo- 
Bietrie dei Lage lieisbt in Folge clessen auch die Lelire von den 
piojectiven Eigenscliaften der Figuren oder die projec- 
tive Geometrie. 


§ 18. Reeiproke Figui^en. 

Der Name Piojectivifat wird, wie bcbon erwahnt, nicht blobs 
auf die collinearen Beziebimgen angewendet Uni auch die ubngen 
liierher gehorigen Beziehungen keiinen zu lernen; kann man fol- 
genden Aiisgangspunkt wahlen. 

Es seien efg drei Geraden, von denen keine zwei einander be- 
gegnen. Die Durchschnittslinie zweier Ebenen, welche irgend einen 
Punkt der e mit f und g verbinden, begegnet gleichzeitig den drei 
gegebenen Linien; durch jeden Punkt emer der gegebenen Linien 
kann man eine solche Gerade ziehen, und zwar nur eine; zwei 
solche Geraden konnen einander nicht begegnen. Wenn nun die 
Geraden iTclm die Lime e in ahcd, f m aVcd\ g m cfV'c'd" 
schneiden, so liegen z. B. die Punktreihen ahcd und a'h'dd' zum 
Ebenenbtischel g{%ljlm) perspectiv, und es sind daher aicd^ aVc d\ 
a'V c'd" projective Gebilde. 

Umgekehrt* Werden auf den Tragern e und f\ die sich nxcht 
schneiden, projective Punktreihen ahcd und aVd d' angenommen, 
so wird jede Gerade g, die von den Linien aa\ lh\ cd getrolfeii 
wird, auch von dd' getroffen Denn von den Geraden aa% hh% 
cdj del konnen keine zwei einander treifen , mithin auch keine zwei 
von den Geraden efg^ durch d kann man also eine Gerade m ziehen, 
welche / und g schneidet, etwa f in i); die* Punktreihen (dV d d' 
und aVd D sind projectiv zu aied^ folglich d' init D, dd' mit m 
identisch, dd' und g in einer Ebene — Wenn also die drei Ge- 
raden efg, von denen keine zwei sich schneiden^ von den vier 
Geraden iMm getroffen werden, so wird jede Gerade, die von ihl 
geschnitten wird, auch von m geschnitten 

Mittels zweier projectiven Punktreihen, deren Trager e und f 
sich uicht schneiden, werden wir nun jedem Punkte N eine Ebene 
W und jeder Ebene P einen Punkt F' zuordnen. Durch den Punkt 
N geht eine Gerade Z, welche e und f schneidet, etwa in a und a' 
bildet man aus Punkten, welche vermoge der gegebenen Projecti- 
vit*at zusammengehoren , die Paare af und ba, so ist die Ebene 
Hbf mit JV' zu bezeichnen. Die Ebene P schneide e in c, f in y; 
cd und dy seien Paare von Punkten, welche vermoge der gege- 
benen Projectivitat zusammengehoren; dann schneidet dS die Ebene 
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P im Pankte P', Nennen wir die Elemente XN' komologj ebeaso 
JPP , so Sind aucli N' P'P homology und jeder Punkt liegt in 
der homologen Ebene. 

Die Punktreiben ahccl und ^ady sind projectiv^ mithin aucli 
al)cd und daher wird jede Gerade, welcbe die Linien aa^ 

cy sebneidet, aucb von dd getroffen Die Gerade PN' sehnei- 
det^stets die Linien und ey] wenn N in F liegt, so scbneiden 
sicb ausserdem FN' und a a, mithin auch FN' und c7d, d. h. die 
Ebene N' enthalt den Darchschnittspunkt F' der Ebene P und der 
Geraden cld^ Es dreht sich also die Ebene N' um den Punkt F% 
wahrend in P variirt. Lasst man demnach den Punkt N eine 
Gerade h durchlaufen, so dreht sich die Ebene N' um eine be^ 
stimmte Gerade h\ und so lange die Ebene P durcb h gebt, bewegt 
sicb der Punkt P' auf li. Die Geraden hJi oder ]i h beissen homo- 
log, Em Strablenbuschel, dessen Scbeitel seiner Ebene homolog ist, 
bestebt nur aus sieb selbst bomologen Geraden. Erne Gerade, die 
in kemem derartigen Biischel vorkommt, ist von ibrer bomologen 
stets verscbieden und bat mit ihr keinen Punkt gemein. Jede Ge- 
rade, welche zwei bomologe (versehiedene) Geraden sebneidet, ist 
sicb selbst homology jede sicb selbst bomologe Gerade, welcbe die 
eine von zwei bomologen Geraden sebneidet, sebneidet auch die 
andere. 

Yon den Paaren, v?elcbe mitieJs dieser auf alle Punkte, Ge- 
raden und Bbenen sicb erstreckenden Zuordnung zusammengesetzt 
werden konnen, sagt man, dass sie ein Nullsystem failden. Den 
Punkten jpgirs einer Geraden h entsprechen die Ebenen p'g'rs' 
durcb die bomologe Gerade P; die Gebilde pqrs und jp'g'rs sind 
projectiv. Denn ist h von ¥ verscbieden, so sind sie sogar per- 
spective fallt aber li mit li zusammen, so seien nn bomologe vexscbie- 
dene Geraden, und es mogen die Ebenen von n 
von fh in 22^2^2 gelJ^^offen werden e da gerader Linie 

liegen, ebenso so sind die Gebilde pqrs und 

ptojectiv, uberdies nnd / perspectiv. — Sind 

daher u und v sicb selbst bomologe Geraden, die sicb nicbt schnei- 
den, und %'klm sicb selbst bomologe Geraden, die jene beiden 
schneiden, etwa u in ABCD, 'v in A^ByCxFi, so sind ABCB 
und A^B^CyBy projectiv; denn die Ebenen iti, ulCj ul^ um sind 
den Punkten ABCB zugeordnet und gehen resp. durcb AyB^ GyB^. 
— Zur Erzeugung des Nullsyst ernes waren zwei sicb selbst homo- 
loge Geraden {e und /), die sich nicbt schneiden, und drei sich 
selbst bomologe Geraden (z. B. a/3, ha^ c8), die jene beiden sebnei- 
den, gegeben. Wir sehen jetzt, dass diese Bestimmungsstiicke be- 
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liebig gewahlt werden diirfen, und dass sie mar ein einziges Nnll- 
sjstem Iiefern, 

Aacli die Strahlenbtiscliel EFGH und sind pro- 

jectiy^ wenn sie homolog sind; wahlt man namlich an der Ebene 
FF, aber iiicbt am Pnnkte EF, die Gerade h beliebig iind nennt 
¥ die liomologej so dass ¥ durch den Pnnkt E' F' geht, ohne in 
die Ebene E'F' zu fallen, so ist die Punktreihe h^EFGH) zum 
Ibenenbusehel ¥(KF'G'H') projectiv. Es sind demnach. je zwei 
liomologe emfdrmige Gebilde projectiy. Elementen, welciie anein- 
anderliegen, sind aneinanderliegende zugeordnet, getrennten Paaren 
getrennte. Wenn also eine Figur irgend eine grapbische Bigen- 
schaft besitzt, so kommt der homologen Figur die reciproke Eigen- 
schaft zu. 

Daraus folgt aber ohne Einschrankung, dass zu jeder aus 
Punkten, Geraden und Ebenen beliebig zusammengesetzten Pigur JL 
eine andere aus den reciproken Elementen bestehende Figur A' exi- 
stirt, die von alien graphisehen Eigenschaften der Figur A die reci- 
proken besitzt und sonst kerne. Bezeichnen* wir daher mit a und ^ 
grapbische Eigenschaften einer Figur, mit a' und /S' die reciproken 
Eigenschaften, -welche natiirlich die reciproken Elemente voraus- 
setzen, und nehmen wir an, dass die Eigenschaft a stets die Eigen- 
schaft /3 nacb sich zieht, so hat auch a stets /S' zur Folge; denn 
wenn man von einer Figur A mit der Eigenschaft a mittels eines 
Nullsystemes zur Figur -4' ubergeht, so besitzt A' die Eigenschaft a 
und mithin auch /S, und folglich kommt der Figur A die Eigen- 
schaft /S' zu. 

Damit ist nun das Gesetz der Dualitat zwischen 
Punkt und Ebene ohne jeden Vorbebalt erwiesen, in 
Folge dessen auch die beiden anderen Dualitatsgesetze 
der projectiven Geometrie. Es stand zwar schon fest, dass 
die drei Arten der Reciproeitat fiir alle Polgerungen aus den bisher 
aufgefuhrten Stammsatzen giiltig sind; wir seheii aber jetzt, dass 
diese Gesetze in der projectiven Geometrie allgemeine Anwendung 
finden mussen, gleichviel ob sich noch weitere Stammsatze mogen 
angeben lassen oder nieht. — 

Wenn man ein Nullsystem mit einer (auf alle Elemente aus- 
dehnbaren) Collineation derart verbmdet, dass man zu j‘edem Ele- 
mente erst das bomologe iin Nullsystem und dann zu diesem das 
homologe in der Collineation bestimmt, so erhalt man eine soge- 
nannte reciproke oder duale Beziehung. Dabei wird jedeni 
Punkte eine Ebene, jeder Geraden eine Gerade und jeder Ebene 
ein Punkt zugeordnet Zwei Figuren, welche vermbge einer sol- 
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chen Bezi^Jmng lioiiiolog sind^ heisseii reciprok oder dual 5 zu jeder 
projecfciven Eigensehaft der einen Pigur ist die reciproke Eigeuschaft 
bei der aiidern vorkandeji — Zicei Figurm^ die m emer eh if ten 
redproTo sincl, hdben alls projechven Eigensthaffen gemem. — Wenn 
von funf Punkten ahcde keine vier in einer Ebene liegen und von 
fdnf Punkten a'h'ed'e' keine vier einen Punkt gemein haben, so 
sind die Piguren ahcde und dVdd'e stets reeiprok^ und zwar 
giebt es nur eine einzige Reciprocxtat, bei der sie als homologe 
Piguren auftreten Sind namlicli AJBCJDE die homologen Ebenen 
zn ahcde in irgend einem Nullsystem, so sind die Pignren ABODE 
und a'Vcd'e collinear, folglich ahcde xmA. dh' c F e' reciprok. 1st 
femer f ein beliebiger Punkt, so kann man nicbt zwei verscliiedene 
Ebenen f' und f' so bestimmen, dass a'Vc d' ef und dVcd'df' 
reciprok zu ahcdef werden, weil die Piguren a'Vcd'ef und 
a'Vcd'df" alle grapbiscben Eigenschaften gemein baben miissten 

Das Nullsystem ist em besonderer Pall der Reciprocitat, Wenn 
erne reciproke Be^iehung so hescJiaffen dass jeder Ptinkt in der 
homologen Ebene liegt^ so entsteM ein NuUsysteni, Nimmt mannam- 
licb zu irgend einem Punkte a die homologe Ebene a\ welche durch 
a geht , und zieht durch a nacR irgend einem andern Punkte h der 
Ebene d die Gerade g beliebig, so liegt auch die homologe Gerade 
g' in d*j die homologe Ebene zum Punkte 6 enthalt I und p', ist 
aber von d verschieden; folglich liegt h in g\ d. h. g fallt mit g' 
zusammen, jede Gerade m d durch a ist sicEi selbst homology a 
der homologe Punkt zu a\ Man kann also je zwei homologe Ele- 
mente mit einander vertauschen, Sind nun u und v sich selbst 
homologe Geraden, die keinen Punkt gemein haben, %’kl , . , sich 
selbst homologe Geraden, die u und v schneiden, so werden durch 
die letzteren projective Punktreihen auf den beiden ersteren erzeugt, 
da das Ebenenbuschel uijikl . . .) der Punktreihe u{%kl , , pro- 
jectiv und der Punktreihe v{%ltl . . .) perspectiv ist; und so gelangt 
man zu den oben fur das Nullsystem angegebenen Constructiouen. 

Wenn man bei einer Reciprocitat die homologen Elemente mit 
emander vertauschen kann, so heisst die homologe Ebene eines 
Punktes seine Polar e, der homologe Punkt einer Ebene ihr Pol, 
die homologe Gerade einer Geraden ebenfalls deren Pol are, je 
zwei homologe Piguren polarreciprok, die Beziehung eiue Po- 
larreciprocitat. Von den Paaren, welche mittels einer solcheu 
Beziehung entstehen, sagt man, dass sieemPolarsystem bildeii. 
Das Nullsystem gehbrt zu den Polarsystemen ; ein Polarsystem, bei 
welch em nicht jeder Punkt in seiner Polare liegt, heisst ein ge- 
wohnliches Polarsystem. — 
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Einen Toeliebig gegebeuen Punkt 0 nnd eine beliebig gegebene 
Ebene P kann man zn homologen Elementen einer dualen BeziebuBg 
machen. Dadurcb wird j^der durcb 0 gebonden Eb6n6 oin in JP 
gelegener Punkt, jeder durcb 0 gehenden Geraden eine in P ge- 
legene Gerade zugeordnet, und umgekehrt; man erbalt eine reciproke 
Beziebung zwiseben den beiden Gebilden zweiter Stufe. XTm die 
durcb den Punkt 0 gehenden Ebenen und Geraden auf die Punkte 
und Geraden der Ebene P reciprok zu beziehen , kann man zu vier 
an 0 liegenden Ebenen, von denen keine drei durcb eine Gerade 
geben , die bomolegen Punkte, von denen keine drei in einer Ge- 
raden liegen diirfen, oder zu vier an 0 liegenden Geraden, von denen 
keine drei einer Ebene angebbren, die homologen Geraden, von 
denen keine drei durcb einen Punkt geben durfen, beliebig wahlen, 
nnd zwar ist durcb solehe vier Paare die Zuordnung vollkommen 
bestimmt. — Bei den Gebilden^zweiter Stufe giebt es aber 
nocb zwei andere Zuordnungsarten, welche man duale 
oder reciproke nennt. Gebt man von einer ebenen Figur zu 
emer reciproken centriseben, von dieser zu einer collinearen ebenen 
liber, so beissen die beiden Planfiguren dual oder reciprok; dabei 
ist jedem Punkte der einen eine Gerade der andern zugeordnet Urn 
zwiseben zwei Ebenen eine solehe Beziebung berzustellen, kann 
man zu vier Punkten der einen, von denen keine drei in gerader 
Linie liegen, die homologen Geraden beliebig wahlen, jedoch so, 
dass keine drei durcb einen Punkt geben; vier solcbe Paare bestim- 
men die ganze Beziebung Gebt man von einer centriseben Pigur 
zu einer reciproken ebenen, von dieser zu einer collinearen centri- 
seben Tiber, so beissen die beiden centriseben Figuren dual oder 
reciprok; jeder Geraden der einen entspriebt eine Ebene der andern 
Ordnet man vier durcb einen Punkt gehenden Geraden, von denen 
keine drei in einer Ebene liegen, vier ebenfalls durcb einen Punkt 
gehende Ebenen zu, von denen keine drei eine Gerade gemein 
baben, so wird dadurcb eine und nur eine duale Zuordnung centri- 
seher Figuren bewirkt. 

BectproTce einformige Geltlde sind projeetiv; umgekehrt kSnnen 
zwei projective emfdrmige Gebilde aucb reciprok genannt werden, 
ausgenommeu den Fall zweier Punktreiben oder zweier Eben,en- 
btisebeL Dass die homologen einformigen Gebilde projectiv sind, 
ist eine Eigenscbaft, welche die reciproken Figuren mit den colli- 
nearen gemein baben. Mannennt aus diesem Grunde aucb je 
zwei re ciproke Figuren projectiv- Aber mxt derOollineation und 
der Reciprocitat sind alle Zuordnungsarten erschopft, bei denen jedem 
einformigen Gebilde ein projectives einformiges Gebilde entspricht. 
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Ueber die reciproken Gebilde zweiter Stiife ist iioch Folgendes 
zu bemerken. Duale Planfiguren kanu man in derselben Ebene an- 
iiebmen; wemi alsdaiin die bomologen Elemente Teitauschbar sind, 
so heisst die komologe Linie eines Punktes seme Polar e, der Iionio* 
loge Punkt einer Linie ibr Pol. Duale centiisclie Figuren kbnnen 
an demselben Sclieitel liegeii; wenn alsdann die bomologen Ele- 
mente veitauscbbar sind, so beisst jedes Element die Polare des 
bomologen So oft liberbanpt duale Gebilde zweiter Stufe aufein- 
anderliegen (an einerlei Ebene oder an einerlei Seheitel) nnd die 
bomologen Elemente vertauscbbar sind, nennt man je zwei bomo- 
loge Figuien polarreciprok^ die Beziebung eine Polarrecipro- 
citat; und von den Paaren^ welcbe durcb eine solcbe Beziebung 
entsteben, sagt man, dass sie ein (ebenes oder centrisches) Polar- 
system bilden. 

Sebliesslicb fiibien wir einige Satze an, welebe fnr alle Arten 
von Reciprocitat und Colbneation gelten 

Wenn die eine von mei reeij}) olx,en Figuren erne geunsse piojec- 
tim FigenscJiaft besiM, so hat die andeye die reciproke EtgenscJiafL 

Zivei Figiiyen^ die einer driUen Q^eciproh stnd, smd colhnear 

Fine Fignr, die m der emen von ^ivei colhnearen Figio en y eci- 
prol: isty ist es mich my andein 

Zwei Figuren ^ die m einer dnften projectw sind^ sind projechv, 

§ 19. Coiigrnente Figuren in der eigeiitliclien Ebene. 

In § 17 war die Congruenz als eine besondere Colbneation er- 
kannt worden. Es soil nun erne Eigentbumlicbkeit bergeleitet wer- 
den^ dutch welcbe sich die Congruenz von andern Oollineationen 
unterscbeidet. Dabei wird sicb Gelegenbeit bieten, von den vor- 
gtehenden Erdrterungen tiber die Reciprocitat Gebraucb zu macben. 
Zuvor jedoch ist es ndtbig, die Congruenz in der eigentlicben Ebene 
zu betracbten. 

Dass congruente Figuren alle Eigenscbafteiij welcbe sicb nur 
auf das Aneinanderliegen der Elemente und die Anordnung von 
eigentlicben Punkten in Geraden beziehen^ und mithin insbesondere 
alle graphiscben Eigenscbaften gemein baben, ist scbon in § 14 
(Seite 112 und 1 14) bervorgeboben worden Fs haben aber congruente 
Figuren uberhaupt alle Eigenschaften gemein, welche sicli mit den 
bisher eingefuhrten JBegriffen defimren lassen, Denn diese Begriffe 
umfassen ausser dem Aneinanderliegen der Elemente und der An- 
ordnung von eigentlicben Punkten in Geraden nur noeb den der 
Congruenz 5 so oft aber in der einen von zwei congruenten Figuren 

Pascm, Vorlesungen. 10 
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congruente Theile vorkommen, sind aiich die liomologen Theile der 
andeiD Figur congruent (§ 14 Seite 115) 

Congruente (aber verscliiedene) Punktreihen^ welche auf einer 
und derselben eigentliclieii Geraden / liegen, haben niemals mehi' 
als einen eigentlichen Punkt entsprechend gemeiii (§ 14 Seite 115). 
1st em Bigentlielier DoppelpunJit h vo)lianden, so ist die BesieMmg 

mvolutorisch und d'urch den FimM h he- 
® ^ stimmt^ denn nimmt man auf f den 

eigentliclien Punkt a beliebig und nennt 
c den bomologen Punkt, so sind die Paare ha und he congruent, 
a und c auf versclnedenen Seiten von h gelegen, folglieh fur c nur 
eine einzige Page moglicli, und der bomologe Punkt zu c ist a. 
Umgekebrt: Ist die Bezieliung tniohdoyzsclb, so exisUrt em eigent- 
liclier Boppelpunlt denn sind a und c bomologe eigentlicbe 

Punkte, h die Mitte der Strecke aCj V dei bomologe Punkt, also 
ach und cah' congruent, so ist V die Mitte der Strecke ca und 
folglicb mit h identiscb Je zwei m dieser Weise auf einander be- 
zogene Punktreiben emer eigentbeben Geraden beissen invers con- 
gru'ent Sie besitzen ausser dem eigentbeben Doppelpunkte h nocb 
einen uneigentlicben Doppelpunkt § (vei-gL § 14 Seite 117), welcber 
auf der Geraden f durcb h vollig bestimmt wird ; wir wollen den 
mit h verknupften* **) ") Punkt der Geraden f nennen I)er Mittel- 
punkt einer Stiecke ae wird allemal durcb ibre Endpunkie von 
dem mit der Mitte verkmipften Punkte der Geraden ae barmoniscL 
getrennt 

Liegen zwei congruente Punktreiben auf einer und derselben 
eigentbeben Geraden f, obne emen eigentbeben Punkt entspreebend 
gemein zu baben, so sind sie nicht mvolutorisch und beissen direct 
congruent. Ist dann dem eigentbeben Punkte a der Punkt Z>, 
diesem der Punkt c zugeordnet und ^ der mit h verkniipfte Punkt 
der /, so smd a^ h, e von einander versebieden, ah und he con- 
gruent, h die Mitte der Strecke (zc, ach^ barmoniseb, und es kami 
also der am Scbluss des § 16 bewiesene Satz auf die Paare an- 
gewendet werden. Der Punkt ^ ist danacb entweder fur alle Lagen 
von h derselbe, oder er verandert sicb immer mit h, Im ersten 
Palle nennen wir § den absoluten"^"^) Punkt der Geraden im 
zweiten Palle bildeu die Paare eiue Involution, welche die ab- 
solute Involution auf der Geraden f genannt werden sob. — 


*) Ygl Reye, Crelle’s Journal Bd. 82 S 174 

**) DasPradicat „absolut“ wird Her und itn Folgenden in dem von Cay- 
ley, PHI Trans Yol. 149 (1859), eingefuhiten Smne gebiauclit 
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Zwei identische Punktreihen anf f smJ einander stets congruent imd 
zwar zu den direct congruenten zu reclinen 

Beim Uebergange yon einer Figur zu emer congruenten gehen 
je zwei verkniipfte Punkte der Geraden / in veikniipfte Punkte der 
entsprecbenden Geraden uber. Wenn daher f einen absoluten Punkt 
besitzfc, so gilt dies auch von jeder andern eigentlichen Geraden. 
Es sind dann auf jeder eigentlichen Geraden alle eigentlichen 
Punkte mit dem absoluten Punkte der Geraden verkniipft; die Be- 
ziehung zwischen zwei direct congruenten Punktreihen auf der 
eigentlichen Geraden ist nach der in § 16 emgefiihiten Ausdrucks- 
weise eine Aequivalenz, wekhe den absoluten Punkt zum Grenz- 
punkte hat; je zwei direct congruente Punktpaare der eigentlichen 
Geraden smd fur deren absoluten Punkt Equivalent- Wenn aber f 
eine absolute Involution besitzt, so erhalt man auch auf jeder 
andern eigentlichen Geraden eine absolute Involution. 


Hiernach giebt es entweder auf jeder eigentlichen Geraden einen 
absoluten Punkt oder auf jeder eigentlichen Geraden eine absolute 
Involution. Ninimt man das erstere an, so erhalt man die Eukli- 
dische Geometrie; die letztere Annahme hingegen fiihrt zu 
Nichteuklidischer Geometrie Welehe Annahme der Wirk- 
lichkeit entspricht, werden wir bier unentschieden lassen; aus den 
der hisherigen Entwickeluhg zu Grunde gelegten Thatsachen geht 
eine Entscheidung der Prage mcht hervor. — 

Congruente (aber verschiedene) Figuren in emer eigentlichen 
Ebene E haben niemals drei eigentliche Punkte, die mcht m ge- 
rader Linie liegen, entsprechend gemein (§ 14 Seite 115). Wenn 
cwei eigenfliche EunMe a, h sich selhst entsj^reclien soUen, so mussen 
alle EtmMe der Verbindungslinie f von a und b sich selbst entsj^re- 
chen^ d%e Bemehimg wird durcli die eigenthche Gerade f volhg be- 
sUmmty und zwei homologe Eunhie smd vertauschbar, Denn mmmt 

man in der Ebene E den eigentlichen 
Punk c ausserhalb der f beliebig und nennt 
d den homologen Punkt, so sollen in der 
Ebene E die Figuren abc und abd con- 
gruent sem, d ist also nach dem IX, Grund- 
satz in § 13 bestimmt, nnd zwar miissen c 
und d auf verschiedenen Seiten der /“liegen; der eigenthche Punkt 7, 
m welchem die Geraden f und cd sich treffen, entspricht sich selbst, 
ebenso die Gerade ed^ die auf cd entstehenden congruenten Punkt- 
reihen haben den Doppelpunkt y, liegen mithm involutorisch , und 
es sind also auch dc homolog. — Die beiden Figuren hEhen noch 
einen uneigentlichen Punkt F ausserhalb der f, namlich den auf cd 
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mit y verknupften Puiikt, aber sonst keineu ausserbalb der f gele- 
genen Punkt f§ 17) entsprechend gemem Der Pimkt F heisst der 
absolute Pol der Geraden /* lu der Ebene E und ist mit jedem 
eigentliclien Punkte d der f veiknupft; denn bei der Torhin betrach- 
teten Congrnenz entspricM die Geiade dF sieh selbst^ iind es liegen 
anf ibr congruente Punktreilien mit den Doppelpunkten d und F. 

Eine Congruenz dieser Art entsteht, wenn man aiif zwei durcli 
einen eigentliclien Punkt S' gezogenen Strahlen 6, c von S' aus con- 
gruente Streeken SF^ SQ auftragt. 
Nach dem V. Gmndsatze in § 13 sind 
die Figuren FSQ und Q8F con- 
gruent; dabei entspncbt die Gerade 
FQ sieli selbst, ebenso die Mitte 
der Strecke FQ^ uberhaupt alle 
Punkte des Strabls welcber diese 
ilitte mit S' verbindet. — Auch 1) und c, c und I sind homolog, 
folglich sind die Fugxi'ien Ic und ch congruent — Wenn insbeson- 
deie c einen absoluten Pol B von h enthalt, so kann 
man einen Punkt C so angeben, dass die Figuren 
— j hcB und dl)C congruent werden, es liegt dann C in & 
und ist der absolute Pol von c in der Ebene die 
Beziehung zwischen den Strahlen h und c ist also 
gegenseitig, die Strahlen werden auf einander senk- 
recht genannt. In jedem Strahlenbusehel mit eigentlichem Scheitel 
steht j'eder Strahl auf emem und nur einem Strahle des Buschels 
senkrecht, und diese beiden Strahlen sind von einander verschieden. 
Aus jedem eigentliclien Punkte kann man nach jeder nicht an ihm 
gelegenen eigentlichen Geraden eine und nur eine Senkrechte ziehen. 

Ausserdem bieten sich hier noch folgende Satze dar. 

1 . Tragt man auf zwei durch einen eigentlichen Punkt S ge- 
zogenen Strahlen 6, c von S aus congruente Streeken 8F , SQ und 
auf den anderen Schenkeln der Strahlen &, c von 8 aus congruente 
Streeken SF\ SQ' auf; so sind die Figuren F'SQ und Q'SP 
congruent 

Beweis: Da die Figuren SFQ und 8QF congruent sind, so 
giebt es einen Punkt Q^ derart, dass die Figuren F'SFQ und 
Q^SQF congruent ausfallen, Q^ liegt m der Geraden 8Q^ d u c, 
aber nicht im Schenkel 8Q Die Streeken SQ^ und SF' sind con- 
gruent, folglich auch SQ^ und SQ', Q^ mit Q' identisch, F'SFQ 
und Q'SQF congruent. 

3. Liegen in einer Ebene die eigentlichen Punkte (71) der- 
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ait; dasfe die Stiecken AG und AD coBgriient sind; ebenbo DO 
iiiid jDD; so Sind die Figuren AD CD und AD DC congruent. 

Beweis. Sollten A CD m eiiie Gerade fallen 
imd zugleich aucliJBCjD, so kann sicli iiiclit 
von D unterscheiden. Icli nelime dahei aii; 
dass etwa ACD nicht in gerader Lime liegen; 
dann sind die Figuren ACD und ^4DC con- 
gruent, und icli kann in der Ebene ACD den 
Punkt so wahlen, dass die Figuren AD CD 
und AD^DG congruent ausfallen Liegen A und B auf deiselben 
Seite von CD, so gilt dies aucb von A und jBj, und umgekehrt, 
folglicb liegen B und B^ nicbt auf verscliiedenen Seiten von CD 
Da nun BCD und BDC, BCD und B^DC, folglicb BBC und 
B^DC congruent sind, so ist B^ mit B identiseli, 

3. Liegen die eigentiicben Punkte ABC beliebig und die 
eigentlicben Punkte A'B'G derart, dass die Strecken AB ^ AC^ 
BC resp. den Strecken A'C', B' G' congruent smd, so sind 

die Figuren ABC nnd A'B'G' congruent 

Beweis: In einer dureb ABC gelegteii Ebene kann icb den 
Punkt D so walilen, dass ABD und A'B'C' congruent werdeii 
Es sind dann AC und AD , BC und BD congruent, folglicb nach 
dem vorigen Satze ABC und ABD 

•t, Wenn m einer eigentlicben Ebene E zwei coiigruente Fi- 
guren derart liegen, dass zwei eigentliche Punkte PP' einander in 
beiderlei Sinn entsprecben, und dass sicli zwei auf verscbiedenen 
Seiten der Geraden PP' gelegene bomologe eigentliebe Punkte QQ' 
vorfindeu, so ist die Mitte S der Strecke PP' und jeder in der 
Ebene E dureb S gezogene Strabl sicb selbst zugeordnet, und je 

zwei bomologe eigentliebe Punkte liegen 
auf verscbiedenen Seiten von S» 

Beweis. Zunachst entspricbt der Strabl 
PP' sicb selbst, auf ibm liegen zwei invers 
congruente Punktreiben niit dem Doppel- 
punkte Sj die Strecken SB und SB' smd 
congruent. Auf irgend einem andern Strable 
des Biischels S in der Ebene E macbe man 
von S aus die Strecken SB und SB' mit 
SB nnd SB' congruent, mdem man etwa 
B mit Qj also B' mit Q' auf emerlei Seite von PP' annimmt, und 
iienne P| den bomologen Punkt zu B. Nacb Satz 1. smd B'SB 
und B'SB congruent, folglicb sind es auoh B'SB und PSP', 
BSBj^ und BSB', liberdies liegen Q' und Pj, also aucb P' und 
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auf emerlei Seite toil PP". Hiernach fdllt mit It' zusammen, 
It und It' siiid homolog. 

5. Wenn in emer eigentlichen EbeneP zwei congruente Figuieu 
derart liegen, dass zwei eigentliche Punkte PP^einander in beideilei 
Sinn entsprecheH; uiid dass sich zwei anf derselbeli Seite der Ge- 
raden FP' gelegene zugeordiiete eigentliche Punkte QQ' vorfinden, 
so sind alie Punkte der Geiaden f, welche in der Ebene JE auf der 

Geiaden PP' im Mittelpunkte S der 
Strecke PP' senkrecht steht^ sich selbst 
homolog. 

Beweis: Da der Stiahl PP' und der 
Punkt S sich selbst entsprechen , so 
fdllt aiich der Stiahl f mit dem homo- 
logen zusammen. Auf f nehme ich den 
eigentlichen Punkt P, init Q und Q' 
auf emerlei Seite Ton PP\ und iienne 
P' den homologen Punkt; da P' mit 
Q\ also It mit It' auf einer Seite von 
PP liegen muss, so fdllt P' mit P zusammen. 

6. Werden durch emen eigentlichen Punkt S zwei Strahlen h 
und C) nicht senkrecht zu einander, gezogen, so liegt im Buschel 6 c 

ein und nur ein von g verschiedener Strahl 
Cj welcher congruente Piguren he und he 
ergiebt. 

Beweis: Ich nehme auf c den eigent- 
lichen Punkt Q belie big (von S verschie- 
den). Sollen bei einer Oongruenz in der 
Ebene he die Elemente h und S sich selbst 
entsprechen, aber nicht c, so miissen auf 
h entweder alle Punkte sich selbst zucfe- 
ordnet oder eine inverse Oongruenz mit dem Doppelpunkte S an- 
genommen werden. 1st im ersteren Palle der homologe Punkt 
zu Q, so geht die Gerade QQ^ durch den absoluten Pol der 6 m 
der Ebene hCj d. h. sie stebt auf h senkrecht und ist also von c 
verschieden, nicht in c gelegen; die hiernach von c verschiedene 
Verbindungslinie c der Punkte S und ist mit c homolog. Im 
zweiten Falle seien Q und Q 2 zugeoidnete Punkte; aus Satz 4. wird 
man folgern, dass sie auf emerlei Seite von h liegen mussen^ also 
und Q 2 auf verschiedenen Seiten. Macht man auf h die Stiecken 
SP und 8P' congruent; so sind SBQ und SF'Q^ congruent; zu- 
gleich SPQ und SPQ,, folglich SPQ, und /SP'4; SPP'Q, und 
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SF'PQ^- Satz 4. fallen dalier die Stralilen SQi und SQ., 

zusamineii, und man erhalt wieder c als zugeordneten Strahl zu c 

7. Wird bei einer Congruenz in einem Strablenbuscbel mit 
eigentliebem Sclieitel S der Strahl b sieb selbst zugeoidnet, so ist 
auch der auf b senlrreebte Strabl /3 des Biiscbels ein Doppelstrabl, 
mid es iverden entweder je zwei bomologe Strahlen dutch b§ har- 
monisch getrenut, oder es entspricht jeder Stiabl sicb. selbst 

Beweis: Der bomologe Strahl zu /3 ist senkrecht zu6, also mit 
jS identisch. leh nebme nun im Buscbel b^ einen diitten Strahl c 
und nenne c den homologen Strabl Fallen c und c zusammen, so 
gilt dies von alien Strahlen; anderenfalls gebort zu c ein von c 
versebiedener bomologer Strahl d, welcher be und bd, also be und 
bd congruent macht und mithin nach dem vorigen Satze von c nicbt 
versebieden sein kann, die Beziehung ist also involutorisch und hat 
die beiden Doppelstrahlen 6/3 

Z-wei congruente (aber versebiedeue) Strahlenbiischel in einer 
Ebene, welcbe einen und denselben eigentlicben Punkt zum Scbeitel 
baben, beissen invers congruent, wenu Doppelstrahlen vor- 
kommen, anderenfalls direct congruent. Zwei identisehe Strab- 
lenbuschel sind allemal zu den direct congruenten zu rechnen 


Invers congruente Bdscbel liegen in Involution und haben zwei 
auf einander senkreebte Doppelstrahlen, die Beziehung ist durcb 
einen Doppelstrahi bestimmt; nach Satz 4 ist auf dem einen Doppel- 
strahl jeder Punkt sich selbst bomolog, wahrend auf dem anderu 
invers congruente Punktreihen liegen; nach § 16 (Seite 131) wird 
keiu Paar bomologer Strahlen dutch ein anderes getrennt 

8. Wird durcb den eigentlicben Punkt 8 iigend eine Ebene E 
angenommen, so liegen die in der Ebene 



E mit 8 verkuiipften Punkte auf einer 
Geraden 

Beweis In der Ebene E lege icb durcb 
8 zwei senkreebte Strahlen a a, einen be- 
ll ebigen dritten Strahl 6 und zu a«6 den 
vierten harmoniscben Strahl c, so dass ab 


“ und ac congruent werden. Sind 

die resi». auf acebo mit S' verknupften Punkte, so sind a^a^ die ab- 
soluten Pole resp. von a a in der Ebene E. Ich stelle nun in der 
Ebene E erne Congruenz auf, bei welcher alle Punkte dei « sicb 
selbst, die Strahlen be einander entsprechen; ,aucb 6, und Cj werden 
homolog, und den eigentlicben Punkten AE der b werden A'B' 
auf c zugeordnet. Die Punktreihen SABbi, SA'B'cy sind per- 
spectiv, die Strahlen AA' und BB' steben senkrecht auf « und 
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tretfen sicii in cc^, folglicli gelit dmch Aber daun muss 

ebenso diirch gehen, d. K auf der Geradeii liegt 

imd mitlim jeder mit S veikniipfte Puukt dei Ebene E, 

Diese Gerade lieisse die absolute Polare des Punktes S m 
der Ebene E. Sie enthalt den Punkt S mclit^ ist iiberhaupt eine 
uneigentliclie Gerade; jeder ibrer Punkte ist mit S verkniipft Sie 
ist zugleicb der Ort der absoluten Pole, welcbe in der Ebene E zu 
den in dieser Ebene durcb S gelegten Strahlen geboren. 

9* Liegen an einem eigentlicben Punkte S und an einer Ebene 
zwei congrueute Strablenbilscbel derart, dass zwei nicbt senkrecbte 
Strablen cc' einander in beiderlei Sinn entspiecben, so sind die 

Biiscbel mvers congruent; die Beziehung 
1 st durcb das Paar cc bestimmt. 

Beweis: Macben wir ^auf c die 
Stiecken SC und SG^ congruent und 
nennen C den auf c gelegenen bomo- 
logen Punkt zu G, so werden SC und 
SC' congruent. Der bomologe Punkt 
zu C' soil auf c liegen und ist daber G; denn sonst waren C'C^ 
bomolog, SCC' und SC'C^ congruent, also /SGG' und SC^G' con- 
gruent, c auf e senkrecbt Folglicli entspricbt die Gerade CC' sicb 
selbst, ebenso die Mitte der Strecke CC' und der Strabl 6, welcber 
diese Mitte mit S verbindet, u s w ^ 

10 . In jedem Strablenbuschel mit eigentlicbem Scbeitel bilden 
die Paaie senkrecbter Strablen erne Involution. 

Beweis: Nimmt man m dem Biiscbel den 
Strabl a bebebig, aber von & und /3 veiscbieden, 
so Sind ah bomologe Strablen emer, nacb Satz 6. 
vollig bestimmten , nicbt involutoriscben (also 
directen) Congruenz in dem Biiscbel ; dem Strable 
1) entspricbt ein von a und 5 versebiedener 
Strabl c, welcber ha und he congruent macht. 
Zu ist /3 der vierte barmonisebe Strabl. Mit h vanirt nun 
und die Paare bilden erne Involution nacb § 16 extr. 

Diese Involution soil die absolute Involution m dem Strah- 
lenbiiscbel genannt werden; sie bat keine Doppelstrablen. 

11 . In jedem Strablenbuschel mit eigentlicbem Scbeitel 8 wird 
durcb Zuordnung zweier beliebiger Strahlen eine directe Congruenz 
bestimmt 

Beweis: Sind die beiden Strablen nicbt senkrecbt, so folgt die 
Bebauptung, wie bereits im vorigen Beweise erwabnt wurde, aus 
Satz 6. Werden aber zwei senkrecbte Strablen acc einander zu- 
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geordnet, so muss die Bezielmng iiivolui;onscli werden. Eb seien 
daua AB liomologe eigentliclie Pimkte resp. von aa^ iincl auf a 

seien die Strecken SA^ SC congruent 
Dem Punkte B ist A oder C zugeordnet; 
ware es A, so gabe es nacli Satz 5. emeu 
Doppelstrahl ; folglich siiid JBC homolog. 
Man ziehe nun einen Stiahl b des Biiscbels 
zwiscben A und B hmdureli mid neune 
/3 den (m beideilei Smn) homologen Strahl, 
Da zwisclien B und C liindurchgelit, so 
werden a a durcli 6/3 getieniit, die durcli 
die Paare S8^ AB, BG bestimmte Oon- 
gruenz ist direct^ die Stiahlen stelien aufemander senkrechi 
Dureli die beiden Paare aa^ 6/3 ist die Involution bestimmt, sie 
fallt daher mit der absoluten Involution des Biiscbels zusammen. 

Die directe Congnienz im Stiablenbiiscbel ist biernacb im Allge- 
meineii nicht luvolutoriscb, nur die absolute Involution des Biiscbels 
ist als eine directe Con gruenz aufzufassen. Je zwei senkrecbte Strah- 
len des Biiscbels werden durcb jedes andere Paar senkrecbter Strahlen 
desselben getrennt, 

13. Sind zwiscben drei eigentlicben Punkten ABC senkrecbte 
Strablen AB, AG gezogen und aus A nacb BG eine Senkrecbte 
gefallt; welcbe der BG in a begegnet, so liegt a zwiscben und C 

Beweis: Lage etwa C zwiscben a und B, 
fi so miisste der Sclmittpunkt /3 der AB mit 
der auf BG im Punkte C und m der Bbene 
ABC erncbteten Senkrecbten zwiscben A und 
B fallen. Errichtet man in derselben Ebene 
Oy senkrecbt auf AC, so waren die Senk- 
recbten CAj Gy durcb die S6:Q.kreehten GB, 
(7/3 niebt getrennt. 

13. Liegen die eigentlicben Punkte ABC beliebig^ nicht in 
gerader Lmie^ und werden die Geraden BO, CA, AB von den 
resp aus A, B, C nacb ihnen gefallten Senkrecbten in a, h, c 
getrojdeu, so liegt entweder a zwiscben B und (7, oder b zwiscben 
C und Aj Oder G zwiscben A und B 

Beweis: Nebmen wir aU; dass etwa b niebt 
zwiscben G und A liegt; sondern A zwiscben 
h und (7. Die Senkrecbte auf AC in J. und in 
der Ebene trifft dann JSC in ^ zwiscben B 
und 0 (oder in B selbst), folglich liegt a zwiscben 
/(3 und C (Satz 12), d. i. zwiscben S und 0, 
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§ 10. Congruunte Figuien m dci eigcntlichen libenu 

1-t. Wird der eigentlielie Punkt S sieh selbst, der fecheukel 
SF' dem Sehenkel SF zugeordnet, so wird dadureh in der Ebene 
SFF' erne und iiur erne Congruenz bestimmt, 
bei weleher das Bilscliel S in ein direct con- 
gruentes tibeigebt. 

Beweis: Dem eigentlichen Punkte A iru 
Sclienkel SF entspiicht ein bestimmter Punkt 
im Sehenkel SF'. Wird der eigentliche Punkt 
B in der Ebene SFF' ausserhalb des Strahles 
SF und der in dem Buschel gelegenen Senk- 
rechten gewablt, so giebt es m der Ebene SFF' 
zwei Punkte B' und B^ welche und 

SA'B^ mit SAB congruent mathen. Die Strahlen SB und SB^^ 
fallen nicht zusammen; einer von ihnen, etwa SB, ist dem Stralile 
SB zuzuoidnen (10), und B' ist dann der homologe Punkt zu B. 

Wenn eine Pigur dureh eine solche Congiuenz in erne andere, 
ubergeht, so sagt man, sie sei in der Ebene um 5 gedreht. 

Hierher gehort insbesondere diejenige Congruenz, bei der je zwei 
homologe Punkte mit S auf einer Geraden liegen (vgl Satz 4). 

15 . Wird die eigentliche Gerade g der Ebene E sieh selbst 
und auf g dem eigentlichen Punkte A der Punkt A zugeoidnet, 

so wird dadureh in der Ebene E eine 
und nur eine Congruenz bestimmt, 
bei weleher auf g direct congiuente 
Punktreihen entstehen und zwei homo- 
• loge eigentliche Punkte (B, B') auf 
einerlei Seite der g sieh vorfinden. 

Beweis: Der Punkt A soil nicht 
in A, sondern etwa in A" iibergehen. 
Ist nun M die Mitte der Strecke AA, so drehe man zuerst urn M 
so, dass A nach A gelangt; dabei geht A in A, B in B, uber, 
B und Bj liegen in der Geraden MB auf verschiedenen Seiten 
der g Hierauf drehe man um A so, dass A nach A" gelangt j 
dabei muss B^ in B' iibergehen, und man erkennt also zugleich, 
dass die Strecke B^B' in A ihren Mittelpunkt besitzt. 

Wenn eine Pigur dureh eine solche Congruenz in eine andere 
ubergeht, so sagt man, sie sei in der Ebene E langs der Geraden 
g versehoben. Die Veischiebung lasst sieh auf zwei Drehungen 
zuriickfiihren. 
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§ 20, Die aT)soliiten Polarsjsteme"). 

Wir werden jetzt an den Begriif der absolaten Polaie an- 
kniipfen. Es seien MST eigentliche Punkte in einer Ebene E, 
rst ihre absoluten Polaren in jF; die Gerade MS wird von r in 
dem mit M verknupften Punkte Ii\ von s in dem mit S verkniipf- 
ten S' gescbnitten; r und s emkalten den absoluten Pol der MS 
in Macbt man nun die Annahme^ weicbe zur Eiiklidischen 
Geometric fiihit, so fallt M' mit S' zusainmen, namlich in den 
absoluten Punkt der RSj folglich liaben r und s zwei Punkte ge- 
mem imd fallen in eine und dieselbe Gerade e, weicbe die abso- 
lute Gerade der Ebene E genannt weiden mag. Jeder eigent- 
licbe Punkt der Ebene E bat e zur absoluten Polaie, von jeder 
eigentlicben Geraden entbalt e den absolaten Pol und schneidet 

sie ill ihrem absoluten Punkte. Aus der in E zum Punkte M ge- 

liorigen absoluten Involution acc^ cy, . . 
scbneidet e involutoriscbe Punktepaaie 

c^y^i * . . beraus, ziebt man nun in E 
durcb S den Stiahl cc senkrecbt zu a, den 
Strabl a senkrecbt zu a, so treffen sicb a 

ot/' und a m a und a m a-i; d b. e scbnei- 

det aucb aus der in E zu S gebongen ab- 
soluten Involution die Punktepaare , 
beraus Die so auf e entstebende Involution mag 
die absolute Involution der Ebene E genannt werden; je zwei 
Paare derselbeii liegen getrennt^ Doppelpunkte smd mcbt vor- 
banden. 

Wesentlicli anders gestaltet sicb die Sacbe bei derj’enigen An- 
nahme, welcber Nicbteuklidiscbe Geometrie entspricbt. Hier ist M' 
von 8'^ r von s verschieden, der Punkt rs der absolute Pol der 
MS m E\ in gleicber Beziebung stebt der Punkt $t zur Geraden 
STj der Punkt rt zur Geraden MT Geben rst durcb einen Punkt, 
so liegen liST auf einer Geraden; denn jener Punkt ist dann ab- 
soluter Pol der MS und der MT^ mitbm MS mat MI identiscb. 
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Cayley hat bemerkt, dass die metrischen Eigenscbaften der Figiiren 
in der Eukbdiscben G-eoraetrie alb specielle Falle von projectiven Eigenschat- 
ten erscbeinen, wenn man gewisse Gebilde zuziebt, weicbe bier durcb em 
^absolutes Polarsystem^^ vertreten werden, vgl die auf Seite 146 citirte Ab- 
handlung. Diese Tbeorie bat Herr P Klein (Matb Ann Bd 4 S. 673 C) 
auf die Nicbteuklidiscbe Geometrie ausgedebnt und aus anderen Gesichts- 
pimkten beleucbtet 
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Smd also ABGJD eigentliclie Punkte der von denen keiiie drei 
in gerader Lime liegen, uud cibcd ilire absoluten Polaren in E^ 
toO gelien von cliesen keine drei durch einen PunkL nnd es wird in 
der Ebene E durch die Paare Aa, Bb, Gc^ Dd eine Reciprocitat 
bestimmtj bei welclier den Geiaden AB^ AC^ AD ihre absoluten 
Pole l3, d (d. i, ab, ac, ad) entsprechen. Es werde mit P em 
fiinfter eigentliclier Punkt der Ej mit s der dem Strahle AP zu- 
geoidnete (mit S auf a gelegene) Punkt bezeicbnet Die 

Piguren A (B GDP) und fiyds wei den projectiv, §yds und A{^yd a) 
peispectiVj folglich A(BCDP^ und A(Pyda) piojectiV 5 die Strah- 
len AB und A^ bilden ein Paar dei absoluten Involution in dem- 
selben Biischel; ebenso AC und Ay, AD und Adj folglich gilt 
dies auch von AP und Aa, d. h. a ist absoluter Pol der AP. 
In gleicher Weise liefern bei jener Reeiprocitat BP, CP, DP als 
homologe Punkte ihre absoluten Pole, mithin P als hoinologe Ge- 
lade seme absolute Polare. Ueberhaupt ist jedem eigentlichen 
Punkte seine absolute Polare, jeder eigentlichen Geraden ihr abso- 
luter Pol zngeordnet, die Reciprocitat von den Punkten ABCD 
imabhangig. Smd nun a und die homologen Punkte zu den 
Geraden A^ und P/3, also die homologe Gerade zu so 
liegen a und auf der Geraden AB , welche somit dem Punkte 
entspricht; ebenso ist AG die homologe Geiade zu y, also A der 
homologe Punkt zu a Da hiernach auch die Paare a A, bB, cG, 
(ID der betrachteten Beziebung angehoren, so ist diese als Polar- 
reciprocitat zu bezeichnen; wir nennen sie die absolute Po lar- 
i’ eciprocitat der Ebene E, die Paare homologer Elemente bilden 
das absolute Polarsystem der Ebene E. 

Indem wir jetzt aus der Ebene heraustreten und zunachst die 
Eiiklidische Geometric von der andern nicht trennen, betrachten 
wir einen Strahl e durch den eigentlich"en Punkt P, drei auf e 
senkrechte Stralilen fgli durch P nnd einen beliebigen Stiahl h 

des Buschels fg, Mit A und B bezeichneii 
wir eigentliche Punkte von f resp. g auf 
verschiedenen Seiten von ’k, so dass k von 
der Geraden AB in einem eigentlichen 
Punkte C geschnitten wird; auf e machen 
wir die Strecken PD, PD' congruent. Es 
werden dann AD und AD' congruent, 
ebenso BD und BD', folglich auch ADD 
und ABD', ABDG und ABD'G, DC 
und D' G, PCD und PCD', folglich e senk- 
recht zu k. Die Ebenen eh und fg schnei- 
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den sich daher m einer auf e senkrechten; also mit li identisehen 
Geradeiij d h. Ji liegfc in der Ebene fg Demnach ist der Ort aller 
Geraden^ welche auf e in P senkrecht stehen^ erne Ebene .E; man 
nennt e und E senkrecht zu einander. Dutch jeden eigentlichen 
Punkt geht eine imd nnr eine Ebene, welche auf einer gegebenen 
eigentlichen Geraden senkrecht steht iSteht die Gerade e auf E 
in Q senkrecht, so steht auch die in E auf PQ durch Q eriichtete 
Senbrechte f auf e senkrecht; macht man auf f die Strecken QF 
und QG congruent, so werden PE und PG congruent, weitei 
DE und DG, PQF und DQG, folglich ist f senkrecht zu EQ^ 
uberhaupt zur Ebene eQj e m der Ebene eQ^ e und e in emer 
Ebene [EukL XL 6]. Hiernach geht durch jeden eigentlichen Punkt 
R eine und nur' eine Gerade r, welche auf einer gegebenen eigent- 
lichen Ebene E senkrecht steht; denn liegt R auf E und zieht 
man m E durch R zwei Strahlen st, sodann durch R zwei auf s 
resp. t senkrechte Ebenen 8 und TT, so ist die Gerade ST senk- 
recht auf der Ebene st\ liegt abei R nicht auf E, und ernehtet 
man in emem auf E geiegenen eigentlichen Punkte Q die Senk- 
rechte e auf Ey so muss r in die Ebene Be fallen u. s w 

Alle Senkrechteii auf einer eigentlichen Ebene gehen durch 
emeu (uneigentlicheu) Punkt. Wir nennen ihn den absoluten 
Pol der Ebene; er ist mit alien eigentlichen Punkten der Ebene 
verkniipft; jede durch ihn gezogene eigentliche Gerade steht auf 
der Ebene senkrecht; zu jeder eigentlichen Geraden der Ebene ist 
er absoluter Pol. Werden durch eine eigentliche Gerade zwei 
Fbenen E und E' derart gelegt, dass E' den absoluten Pol Ton E 
enthalt, so liegt der absolute Pol von E' in E] jede Senkrechte, 
auf der Geraden EE' m der emen Ebene errichtet, steht auf der 
andern Ebene senkrecht; solche Ebenen heissen senkrecht Jede 
Ebene, welche erne zur Ebene E senkrechte Gerade enthalt, steht 
senkrecht auf E. Legt man durch einen eigentlichen Punkt drei 
paarweise senkrechte Ebenen, so sind je zwei Durehsehnittslinien 
auf emander senkrecht. 

Durch die eigentliche Gerade g lege man Paare senkrechter 
Ebenen aa, 6j3, . . . und durch den eigentlichen Punkt P der g 
erne Ebene senkrecht zu Diese Ebene schneidet aus jeneu Paaren 
die Strahlenpaare . . heraus, welche durch P gehen 

und mvolutorisch liegen. Also bilden auch die Paare J/J, . . . 
im Ebenenbiischel g eine Involution; diese werde die absolute 
Involution im Ebenenbiischel g genannt. Je zwei Paare dersel- 
ben hegen getrennt, Doppelebenen sind nicht vorhanden. — 

Um die Congruenz im Ebenenbiischel naher zu untersuchen, 
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stellen \sii zuerst folgenclen Satz auf: Sind FQR . Ebenen an 
dey etgmfliclten Qeraden g, p . Schmtfe des 

Elenenbiischels PQR . . . ymf Eheyten^ welche aitf g (in A reap A') 
senhreclit sfeJicn^ so sind die Sti'aMenbuscliel . . und p Q i . . . 

congruent Beweis: Auf pp>\ qg, rr . . ver- 
zeiehne icli die Paaie eongiuenter Strecken 
AB A'B\ AC A'G\ AD AD', . . . je auf 
tleiselben Seite der g und nenne M die Mitte 
der Streeke AA-^ die in M auf g senkrechte 
Ebene wird die Strecken BJB\ CC' in zwei 
Punkten N, 0 schneiden. Da MNAB und 
MNAS', MO AC und MOA'C' congruent 
sind; so ist N die Mitte der BJB( 0 die Mitte 
der CO\ MN senkrecht auf BB\ MO auf 
GC'\ die Ebene MNO ist senkrecbt auf g, 
mithin auf B, auf BB% auf GC', demnaeli 
BB'und CC'^nfNO, EOBC und NOB' O' 
congruent; weiter jSC und jB'O'; ABC xind. A B'C', ebenso ABD 
und AB' D' u. s w Liegen nun C und D auf derselben Seite der 
p, so liegen C und D, G und G\ D und D\ C' und D' auf der- 
selben Seite der B, folglich C' und D' auf derselben Seite der jp'; 
liegen dagegen C und D auf verschiedenen Seiten der p, so liegen 
C' und D' auf verschiedenen Seiten der y. Folglich sind aucli 
ABGD und AB'GD' congruent; iiberhaupt ABCD ... und 
AB'C'D' . ; nuthin pqr . , , und p' qr .... 

Die hierbei auftretende Congruenz zwischen ABGD . . . und 
AB'C'D' . , lasst sieh erweitern; dabei entsprechen gBQB . . . 
sich selbst, und die auf g entstehende Congruenz ist ezne directc; 
da sonst die drei nicht in gerader Linie gelegenen Punkte MNO 
sich selbst entsprechen mussten. Wird die eigenthclie Qerade g 
sich selbst und auf g dem eigenthchen BunMe^ A der Bunht A m- 
geordnet, so wird dadurcli erne und nur eine Congruem bestimynt, 
hei welcher auf g direct congruente Bunktreihen entstehen und Bwet 
homologe eigenthche BunJcte in einer Ebene mit g und auf einerhi 
Seite der g sich vorfinden; dabex entspncht jede Ebene des Busehels 
g sich selbst; und jede in einer Ebene mit g enthaltene Figur wird 
in dieser Ebene langs g versehoben. Wird uberhaupt eine Pigur 
durch eine solche Congruenz in erne andere {ibergefubri , so sagt 
man; sie werde langs der Geraden g versehoben. 

Werden durch die eigentliche Gerad^ g Bwei congruente Ehenert’- 
buschel BQB . , . und B'Q'R ' . , , gelegt und aus diesen durch erne 
auf g senhrechte Ebene die (concentrischen) Strahlenbmchel pqr ... 
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§ 2v Die absoiuten Polaisysteme. 

n?2d p qr . . . heratisgeseJmiUen ^ so smd pqr . . . imd p qr . . . 
congruent. — Beweis: Die beiden Ebenenbiischel smd homologe 
Figurea einer Congmenz, bei welcher g sich selbst entspricht. 
Schneidet die zur Ebene pcq bomologe Ebene, welclie ebenfalls auf 
g senbrecbt steht, aus JP'Q'Fu .. das Strablenbiiscbel .. 

beraus, so sind jpjpi , qq^^ ... bomolog, mitbin pq^^ . . and 
• • • congruent; ausserdem siudjp'^^'r . . . undp^giTj . . con- 

gruent — Die Fignren PQ mid QP smd congruent, Stebt P 
nicbt senkrecbt auf Q, so liegt im Busch el g erne and nar erne 
von P versebiedene Ebene iJ, welehe eongrueiite Piguren PQ and 
IlQ ergiebt, and die vierte barmomscbe Ebene zu PPLQ stebt 
senkrecbt auf Q, 

Die Congruenz der Strablenbiiscbel pqi • and pqi' ist 
entweder fiir alle Lagen ibrer auf g senkrecbten Ebene direct oder 
fiir alle diese Lagen invers Im ersteien Falle beisst die Congruenz 
der aafeinanderliegendeu Ebenenbiiscbel PQR . and P' Q' R\ . , 
direct, im letzteien Falle invers. Ist die Congruenz direct, so 
entspreeben entweder alie Ebenen sicb selbst oder keine; die Be- 
ziebung ist durcb zwei bomologe Ebenen bestimmfc and im Allge- 
ineinen nicbt involutoriscb, nar die absolute Involution des Buscbels 
g ist als eine directs Congruenz aufzafassen., Ist jene Congruenz 
invers, so ist sie involutoriscb and bat zwei zn einander senkrechte 
Doppelebenen. 

Es giebt eine imd nur erne Congruent ^ bet welcher alle Pimkte 
der eigentlichen Geraden g sicli selbst entsprechen und der Schenhel 
gF in den Schenhel gF' libergehf. Jede auf g senkrecbte Ebene E 
entspricht dabei sicb selbst, und in ihr entsteben congruente Strah- 
lenbiischel mit dem Scbeitel gE\ diese Strablenbuscbel sind direct 
congruent, weil es sonst auf E ausser gE noch eigentlicbe Punkte 
gabe, welcbe sicb selbst entspreeben, es wild also jede auf E ge- 
legene Figur in E um gE gedrebt, und an der Axe g entsteben 
direct congruente EbenenbiischeL Wenn eine Figur durcb diese 
Congruenz in eine andere xibergefubrt wird, so sagt man, sie werde 
um die Axe g gedrebt. 

Jede Versebiebung lasst sicb auf zwei Drebungen, jede Con- 
gruenz" auf eine Versebiebung und zwei Drebungen zuriickfubren. — 

Die Betraebtung der Congruenz im Ebenenbuscbel war zur 
Herstellung der absoiuten Polarsysteme nicbt erforderlicb. Wir 
wenden uns jetzt zuerst’zur Erzeugung des absoiuten Polarsystemes 
eines eigentlichen Punktes P und scbicken folgende Bemerkungen 
voraus. 

Besebreibt der Strabl e ein Strablenbuscbel mit dem Scbeitel 
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Pj so beschreibt die auf e in P senkrechte Ebene E ein Ebenen- 
biischel; dessen Axe in P anf der Ebene des Strahlenbtiscbels senk- 
recht stebt Beschreibt die Ebene E ein Ebenenbilschel im Biindel 
P, so beschreibt der auf P in P senkiechte Strahl e ein Strahlen- 
buschel, dessen Ebene in P auf der Axe des Ebenenbiisebels senk- 
lecht stebt. Dabei durchlaufen e und E jedesmal projective Ge- 
bilde, denn wird E von der Ebene des Stralilenbuschels in f ge- 
schnitten, so stebt e auf f senkrecht, e und f durchlaufen proj’ec- 
tive, E und f perspective Gebilde. 

Legen wir nun durcb P vier Strahlen abed, von denen keine 
drei an einer Ebene liegen^ und durch P senkrecht zu abed die 
Ebenen resp. A BCD, von denen alsdann keine drei an emer Ge- 
raden liegen, so bestimmen die Paare a A,, bB, cC, dB eine Reci- 
procitat im Biindel P Es sei e ein beliebiger Strabl durch P, s 
der auf ae in B senkrechte Strahl^ und Pyds seien die homologeii 
Strahlen zu den Ebenen resp. ah ac ad ae, also ^ydsa auf A 
gelegen, p senkrecht auf ab, y auf ac, d auf ad^, dann liegen die 
Strahlenbiisehel Pyds und §yds init dem Ebenenbuschel a{bcde) 
und mithin nnter einander proj'ectiv^ a ist mit s identisch, s auf 
ae senkrecht. Ebenso liefern be, ce, de senkrechte liomologe 
Strahlen, mithm e erne senkrechte liomologe Ebene, so dass im 
Biindel P jedem Strahle die senkrechte Ebene, j’eder Ebene der 
senkrechte Strahl entspricht Die Reciprocitat ist also von den 
Strahlen abed nicht abhangig und ist Polarreciprocitat, well auch 
die Paare Aa , Bb, Cc, Dd ihr angehoren; wir nennen sie die 
absolute Polarreciprocitat des Punktes P, die Paare homo- 
loger Elemente bilden das absolute Polarsystem des Punktes P. 

Die absoluten Polaren des eigen thchen Punktes P in sammt- 
lichen Ebenen des Biindels P schneiden sich zu je zweien, gehen 
aber nicht alle durch einen Punkt, sie liegen mithm auf einer 
Ebene; diese Ebene ist der Ort der mit P verknupften Punkte, 
der Ort der absoluten Pole alier Ebenen des Biindels P, und werde 
die absolute Polare (Polarebene) des Punktes P genannt. 
Die absoluten Pole der eigenthchen Geraden g in sammtlichen 
Ebenen des Buschels g werden mit dem eigentlichen Punkte A der 
g durch senkrechte Strahlen zu g, also durch Strahlen ernes Buschels 
verbunden und liegen mithm auf der zu ^ in ^ senkrechten Ebene 
E, und zwar mit A verknupft, also auf der in der Ebene E zum 
Punkte A gehorigen absoluten Polare; diese Gerade werde die ab- 
solute Polare des Strahles g genannt Jede auf g senkrechte 
Ebene E geht durch die absolute Polare des Strahles g, welche in 
der Ebene E die absolute Polare zum Punkte gE darstellt, jeder 
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eigentlieiie Punkt der g hefert eine absolute Polarebene, welclie 
durcb den absoluten Polarstrahl der g hmdurchgeht, jede Ebene 
durcb g liefert emeu absoluten Pol, welclier auf dem absoluten 
Polarstrable der g liegt 

Es seien nun ABODE eigentliche Punkte, von denen keine 
vier in einer Ebene Iiegen, und ahcde ibre absoluten Polaren; die 
Ebenen a und h enthalten die absolute Polare der Geraden AB-^ 
die Gerade AB wird von der Ebene a in dem mit A verkntipften 
Punkte A\ von der Ebene h in dem nut B verkniipften Punkte B' 
getroffen In der Euklidiscben Geometrie HWi A! mit B' zu- 
sammen, folglicb auch a mit 6, d. b. alle eigentlicben Punkte baben 
dort die namlicbe absolute Polarebene, eine un eigentliche Ebene, 
welcbe die absolute Ebene heissen mag und jede eigentliche 
Ebene in ibrer absoluten Geraden scbneidet. Wird mit m ein 
Punkt der absoluten Ebene, mit gu die absolute Polare des Strables 
mA^ also die absolute Gerade emer auf mA senkrecbten Ebene 
bezeichnet, so ist on der absolute Pol dieser Ebene, welcbe somit 
aucb auf onB senkreebt stebtj folglicb bat auch mB die absolute 
Polare d. b. ist durcb m allein bestimmt. Wenn on variirt, 
so bilden die Paaie Aon^ Afc ein Polarsystem, namlicb das absolute 
Polarsystem des Punktes A; aus diesem scbneidet die absolute 
Ebene die Paare ong. heraus, welcbe somit ebenfalls Paare eines 
Polarsystemes sind Das so auf der absoluten Ebene erzeugte Polar- 
system kann das absolute Polarsystem genannt werden. 

In der Nicbteuklidischen Geometrie ist A' von B\ a 
von i verscbieden, die Gerade ai die absolute Polare der AB^ 
ebenso ac die absolute Polare der -4.G u. s. w Da ABC nicbt in 
gerader Linie begen, so baben ahc nur einen Punkt gemein; denn 
batten ahc eine Gerade gemein, so batten die Strablen AB und 
AC jene Gerade zur absoluten Polare und stiinden in A auf einer 
Ebene senkreebt. Der Punkt aic ist der absolute Pol der Ebene 
ABC, ebenso ahd der absolute Pol der ABB u. s w. Hatten 
aied emen Punkt gemein, so hatten die Ebenen J.jB^^ind ABD 
jenen Punkt zum absolnten Pol und stunden in A auf einer Ge- 
raden senkreebt, die Ebenen alcd gehen also nicht dutch einen 
Punkt, tiberbaupt keine vier von den Ebenen ahcde. 

Die Paare Aa^ Bhy Gc,, Dd, Ee bestimmen eine Reciprocitat, 
bei welcber den Ebenen ABC, ABD, ABE ibre absoluten Pole 
y, d, B (d. 1 ahCy ahd, ahe) entsprechen. Es werde mit P ein 
seebster eigentlicber Punkt, mit g der der Ebene ABB zugeord- 
nete (mit y, 8, e auf der Geraden' ah gelegene) Punkt, mit g die 
Gerade AB bezeichnet. Dio Figuren g {GDEB) und y8Bl wex- 

Uasoj:!, VoTle&ungPu. 11 
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den projectiY; und perspective folglich g(CDJEP) 

nnd g{ySst) projectiv. Die Ebenen gy, gd^ ga stehen resp. auf 
den Ebenen gC^ gJD, gJE senkrecht; folglich auch g^ auf gP, d. b. 
§ ist der absolute Pol der Ebene gP. Demnach entspreclien den 
Ebenen AB P^ AGP, J5CP u. s. w. ihre absoluten Pole, dem Punkte 
P die Ebene dieser Pole, d i die absolute Polare von P. Bei 
jener Eeciprocitat wird also jedem eigentlicben Punkte seine abso- 
lute Polare^ jeder eigentlicben Ebene ibr absoluter Pol zugeordnet^ 
die Reciprocitat ist von den Punkten ABODE unabliangig. Smd 
nun cc^ die bomologen Punkte zu den Ebenen BGy^ CAy^ 

A By, also die bomologe Ebene zu y, so steben die Ebenen 

BCy, CAy, ABy senkrecbt auf ABG, mitbin liegen cc^ 

in der Ebene ABG, dem Punkte y ist die Ebene ABG zugeordnet, 
ebenso dem Punkte 8 die Ebene ABD^ folglicb der Geraden al) 
(d i. y8) die Gerade AB, weiter der ao die AG, der Ebene a der 
Punkt A. Es erweisen sicb also a A, bB^ cG, dD^ eE als Paare 
der Reciprocitat, diese als Polarreciprocitat; wir nennen siedie abso- 
lute Polarreciprocitat, die Paare boniologer Elemente biklen 
das absolute Polarsystem. Das absolute Polarsystem der Nicbt- 
euklidiscben Geometric ist kein Nullsystem. 

Sowobl in der Euklidiscben als aucb in der Nicbteuklidiscben 
Geometric bestimmt man mit Hulfe des absoluten Polarsystemes 
zu jedem eigentlicben Punkte die absolute Polarebene, zu jedei 
eigentlicben Geraden die absolute Polargerade, zu jeder eigentlicben 
Ebene den absoluten Pol. Beirn TJebergange von einer Pigur 
zu einer congruenten entspricbt das absolute Polar- 
system sieb selbst. Wieweit durcb diese Eigenscbaft die Be- 
ziebung bestimmt wird, soil bier nicbt untersucbt werden. Es mag 
Jedocb zum Scbluss nocb eine Betraebtung Platz finden, fiir welche 
der Satz 13. des vorigen Paragrapben vorbereitet wurde 

Sind drei eigentlicbe Punkte ABC gegeben, nicbt in gerader 
Lime, so wird nacb dem soeben angefubrten Satze bei geeigneter 
♦ Yertbeilung der Bucb- 

I staben die aus A nacb 
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BC gefallte Senkrecbte 
die BG in a zwiscben B 
und C trefifen; der ent- 
gegengesetzte Scbenkel 
znAa sei Aa\ Man er- 
ricbte nun in der Ebene 
ABG im Punkte A die 
Senkrecbte auf Aa und 
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nenne AD den Sclienkel der Senkrechten^ welcher mit B auf 
emerlei Seite der A a liegt, AD' den entgegengesetzten ^ also auf 
emerlei Seite mit G verlaufenden ScJienkel; der Sclinittpunkt d 
von BG und DD' ist mit a verknupft. Es sei M die Mitte der 
Strecke AB-^ auf aM mache man die Strecke ALE der Strecke 
Ma congruent; so dass B und E auf einer Seite der Aa liegen. 
Wird dann in der Ebene ABC diejenige Drehung um 31 voll- 
zogeD; bei welcher A in B, also E in a, die Gerade AE in BG 
libergelit, so bleiben alle mit M verkniipften Punkte der Ebene 
fest, demnach treffen sich AE und BG in dem mit 31 verknupften 
Punkte e. Der Punkt E ist in der Ebene ABG dadurch definirt, 
dass ABa und BAE congruent sind und C, E auf verschiedenen 
Seiten der AB liegen. Ebenso ist in der Ebene ABC em Punkt 
E' dadurch definirt; dass AC a und CAE' congiuent smd und B, E' 
auf verschiedenen Seiten der AC liegen; E' und C befinden sich 
auf emer Seite der Aa, 

In der Euklidisehen Geometric fallen d und e zusammen, 
also auch die SchenkeU-D und AE, AD' und AE', ^^Die Summe 
der Winkel des Dreiecks ist ein gestreckter Winkel/^ 

Fur den Fall der Nichteuklidischen Geometric heisse fin 
BG, 1) in AB der jedesmal mit B verknupfte Punkt, und AF der 
mit B auf einer Seite der A a gelegene Schenkel der Af, Die 
Punkte AB werden durch 31 h getrennt; dies ubertragt sich auf 
die absoluten Polaren und auf deren Durchschnittspunkte mit der 
BC, d. h. es werden df durch eB getrennt, folglich AD,, AF 
durch AE, AB, Da der Schenkel AB nicht zwischen den Schen- 
keln AD und AF liegt, so muss der Schenkel AE zwischen den 
Schenkeln AD und AF liegen 

In der Nichteuklidischen Geometric wird (§ 16 Seite 131) auf 
irgend emer eigentlichen Geraden entweder kein Paar der absoluten 
Involution durch ein anderes oder jedes Paar durch jedes andere 
getrennt; und zwar verhalten sich in dieser Hinsicht alle eigent- 
lichen Geraden gleich. Die erstere Annahme fuhrt zur Gauss- 
schen, die letztere zur Biemann’schen Geometric 

In der Gauss'schen Geometric liegen auf der Geraden BG 
die Punkte ad und Bf nicht getrennt, folglich werden die Strahlen 
Aa, AD durch AB, AF nicht getrennt. Der Schenkel AB liegt 
zwischen den Schenkeln A a und AD, folglich auch der Schenkel 

*) Vgl Baltzer, Die Dlemente der Mathematik II Plammetne § 2 , — 
Die drei Arten der Geometrie smd von Herrn F Klein parabolische, 
hyperbolise he und elliptische genannt worden, Mathem. Ann Bd. 4 
S. 577. 
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AF und endlich der Sclienkel AE-^ ebenso liegt der Scbenkel AE' 
zwiseben den Schenkeln A a und AD\ ;,Die Surome der Winkel 
des Dieiecks ist kleiner als ein gestreckter ^ 

In der Ri eniann’schen Geometrie liegen auf der Geraden EG 
die Punkte ad und Ef getrennt, folglicli der Schenkel AF nicht 
zwisclien den Schenkeln a und ^4D, sondern zwischen den Schen- 
keln AE und Aa\ ebenso der Schenkel AE-^ ziigleich wird der 
Schenkel AE' zwischen die Schenkel Aa und AE' fallen. ^^Die 
Summe der Winkel des Dreiecks ist grosser als ein gestreckter*^).^' 

§ 21. DoppelYerhaltnisse. 

Unter den Begriffen, welche zur Beschreibung der Erschei- 
nungen dienen, bilden die mathematischen Begriffe^eine selbststan- 
dige Gruppe. Sie lassen sich mit eiiiander durch eine Reihe von 
Beziehungen verknupfen, ohne dass man andere Begriffe hinzuzu- 
nehmen braucht 

In derselben Weise lasst sich inneihalb der Mathematik die 
Gruppe derjenigen Begriffe loslosen, niit welchen sich die Zahlen- 
lehre (Arithmetik, Algebra, Analysis) befasst Die Geometrie 
nimmt andere, ihr eigenthiimliche Begriffe hinzu; diese machen 
jedoch kerne selbststandige Gruppe aus, indem sie nicht unter sich 
allem, sondern unter Zuziehung der Z ahlenbegriff e, in Ver- 
bindung gesetzt werden, wodurch die Anwendung der Zahlenlehre 
auf die Geometrie bedingt wird. 

Die Zahl wire! m der Geometrie am haufigsten bei der Mes- 
sung gebraucht. Alle Messungen sind auf den emfachsten Fall 
zuruckzufuhren, wo man eine Figur, z. B. eine gerade Strecke, aus 
mehreren congruenten zusammensetzt und die letzteren zahlt Die 
Aneinanderreihung von congruenten Strecken auf einer Geraden 
ist eine Construction, durch welche man, auf Grundsatz IV in § 13 
gestutzt, Zahlen fiir die Punkte der Geraden einfuhren kann. Aber 
die in § 15 eingefuhrten Begriffe des Netzes und der aquivalenten 
Paare bieten uns ein anderes Mittel zur Einfiihrung von Zahlen 
zunachst fur die Elemente einformiger Gebilde dar, indem eine 
gewisse projective Construction wiederholt ausgeMirt und die An- 
zahl der Constructionen gezahlt wird 

Es seien uaQa^ beliebige Elemente eines einformigen Gebildes. 
Macht man die Paare • • • fdr das Grenzelement 

u aquivalent, so entsteht ein Netz, Diesen Begriff wollen wir zu- 


') S. noch § 23 Schluss. 



§21 Doppelverlidltnissc. 


165 


naeh&fc dadurch eiweiteru, dass wir die Paare a, . . 
ebenfalls fiir das Gieuzelement « aqm valent maehen. Die so hmzu- 
tretendeii, von einander und von iia^a^atCi^ ■ . . verscliiedenen Ble- 
meiite . mogen anch mit 

a-i, a-2, ■ ■ ■ 

bezeichuet und (— 1)‘®% ( — 2)‘«% . . Element desXetzes 2 {a„rt, 

• ^ ^ ^ ^ 

Cl_2 

genannt werclen. Wemi jeM X und ^ heliebige game Zahlen vor- 
stellen, so smd die Faaye axa?^i und fur ii aquivalent; 

das Gelilde a;_i + i aru %st harmoniscli; su drei JElementen 
ua^ai lasst sich eindeiitig so hestimmen, dass ai das A*® Element 
des NeUes ua^a^ ^vird. — Nimmt man in demselben Gebilde 
das Element _p behebig, von u verscbieden, so kann 
man die ganze Zahl n derart angeben, dass das Ele- 
ment des Netzes entweder mit p zusammenfallt oder 
vom {u + 1)^®^ durcli p und n getrennt wird Denn wenn p 
YOU verschiedeu ist, so werden entweder duxch pu 

Oder UqP durcli a^ii oder a^p durch getrennt; im ersten Falle 
ist n = 0, der zweite ist in § 15 (Seite 120) erledigt; im diitten 
Falle werden, da a^l)^ und getrennt liegen, h^p nicbt durch 
a^^u getrennt, sondern entweder a^&i durch pu — und dann ist 
u = — 1 zu nehmen — oder a^^p durch so dass man den 

citirten Satz aus § 15 auf das Netz ua^h^ anwenden kann. 

In der Euklidischen Geometric ist der Fall von besonderem 
Interesse, wo Uq und eigentliche Punkte sind und u in den ab- 
soluten Punbt der Geraden aQU^ gelegt wird Die Aequivalenz mit 
dem Grenzpunkte u und den einander zugeordneten Punkten 
ist dort nach § 19 (Seite 146) eine directe Oongruenz auf der Ge- 
raden a^ai, die Paare a^az^i und sind also direct con- 

gruent Der absolute Betrag der Zahl X giebt an, m wie viele 
mit direct congruente Strecken sich bei positivem X die Strecke 
von bis axy bei negativem X die Strecke von ai bis zerlegen 

lasst. Die Zahl X wird deshalb das Yerhaltniss der beiden 

Strecken aQUi und und weiter die Zahl — das Verhaltniss 

der Strecken UQai und a^afi genannt, wobei jede Strecke durch 
eine direct congruente ersetzt werden kann 

Ist aber p das X^^ Element des beliebigen Netzes so 

werden wir die durch uaQa^p vollkommen bestimmte ganze Zahl 
X den Index des Elementes j) im Netze oder auch den 
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Index der Paare fur das Grenzelement u nennen 

iind schreiben: 

U Gq Gi u (ClQi) \ 

ind j? = == A; 

so dass 

ind \<^h^hJ = 1* 

Dabei kann das Paar das Einheitspaar genaimt werden. 

Versteit man unter ein mit dem Emheitspaare fur u aquiva- 
lentes Paar in demselben Gebilde (cc^ jS von eiuander und von ter 
verschieden) , so lasst sich das Element und mithm uberhaupt 
das Einheitspaar durch die Elemente eincleutig bestimmen. 

In Kiicksicht liierauf wollen wir die Zahl X auch den Index der 
Paare fiir das Grenzelement u, in Zeichen 

X = ind \a^ ) j 

und em Einheitspaar nennen Jedes mit fur ii aqnivalente 
Paar ist ein Einheitspaar. Bei einem von Null verschiedenen Index 
smd alle Einheitspaaie fur tc aqm valent. 

Im gegenwartigen Paragraphen werden nur Ele- 
meute eines und desselben einformigen Gebildes in Be- 
tracht gezogen. Die Gleicbung 



bedeutet alsdann^ dass p und q zusammenfallen. Die Gleichung 

« {pq\ 

ind \a^J = 1 

bedeutet, dass die Paare pq und fur u Equivalent smd. Endlich 
wird durch die Gleichung 

ind \(xfij — — 1 

die harmonische Lage der Elemente §yau dargestellt." Dabei sind 
allemal cc^ypq von a von ^ verschieden. 

Stnd dre% verschzedem Elemente pqu gegehen, so hann man ein 
Einheitspaar ap derart heshmmenj dass der Index der Paare pq^ 
a§ fur u einer behehgen ganzen^ von Null verschiedenen Zahl I 
gleich^wzrd, Man kann namlich r so bestimmea, dass q das it*® 
Element des Netzes upr wird, und braucht dann nur aji fur u 
mit p r Equivalent zu machen 

Smd die Paare p g, p q fur das Gremelement u dquivalent und 

^ (P9\ 

X == md \a^) , 
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so tst aiich 

u (p'a'\ 

I — md \cc§J. 

Denn maclit man die Paare pr nnd p'r filr ii mit afi (also aucli 
iinter sicli) aquivalent, so wird zunaehst 

/P 2 '\ 

X == ind \prj . 

Diese Gleichnng stellt erne projective Eigenschaft der Figur uptcjr 
dar imd muss dalier aucli fur jede projective Pigar besteFen. Nun 
werden aber qq'y r/ Paare bomologer Elemente einer Aequi- 
valenz mit dem Grenzelement (§ 16 Seite 132), folglich die Ge- 
Mlde und up qr projectiv; mithin ist "" 



Umgebelirt: Wenn die Paare pq tmd p' q ^ atif ein gewisses 
Einlmtspaar tezogen^ einen und denseTben Index fur u e^geieUy so 
smd die Paa'^e pq und p' q fur u aqmvalent Dana maclit man 
das Paar pr mit dem Emheitspaare, das Paar ps mit p' q' fur u 
aquivalent, so kommt: 

(Pi\ u {pq\ u fps\ 
ind \prj = indvjir J == ind 

d. li die Elemente q und s haben im Netze upr gleicheii Index, 
sie kbnnen also mcht von einander verschieden sein. 

Man darf biernach im Index der beiden Paare pq und ftir 
u, nicbt bloss c^/5, sondern aucb pq mit jedem fur u aquivalenten 
Paare vertausclien^ aber mit keinem andern. Yertauscht man also 
ap mit odev pq mit qp, so wird derlndex^ wenn ernichtNull 
ist^ eine Aenderung erleiden. Es sei etwa 



positiv. Macbt man alsdann die Paare c&jC&o; • • •) 

I lx mit fiir u, aqmvalent, so dass 

U ^x\ U ^ A 

I — ind xa^bj ~ \ Jj 

also a^hx mit jjig fiir aquivalent wird, tiberdies lx^ilx^ 2 , 

. . ^ 1 ^ 0 , ^ 0 % mit ^ccj haQ mit qp^ so ist bx der (— Punkt 

des Netzes der A*® Punkt des Netzes ubxbx--i^ d. k 

ind \<^o%/ ~ — \bxbx-^ij = /I, 

Oder 
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« (P(l\ fQP\ 

incl \fiaj — A, ind \/3f^/ = A 

und folglicli 

M f(lP\ f{lP\ 

ind \ci^J = — ind \§ccj = — A 

Dieselben Be^iehimgen erliklt man, wenn man 

« {P^\ 

md \ci^J = A = — ^ 

negativ yoraii&setzt. Wenn also die Paare p g, a /3 fur u einen In- 
dex besitzen, so ist 

(i)q\ ^ (p(i\ ic (cip\ 

# ind \«/3/ == — ind \a^) = md \^ci)j 

u (pg\ ^ 

md \cc^) = — md \a/3y. 

Die hieraus sich ergebende Gleicliung 

(pq\ u (qp\ ^ 
ind \{% -[- md \ap) == 0 

lasst sicli unter Hmzunabme eines Elementes r zur folgenden 

« (pa\ u fqA ic {^P\ 
ind vo:^/ + md \(x^J + md \cc^J = 0 

erweitern, sofern solcbe Indices libeihaupt existiren. Urn die neue 
Gleicbung zu beweisen, beachte man zunacbst, dass sie sich nicht 
andert, wenn man die Elemente cyklisch permutirt odei p mit 
q {pqr mit qpr) vertauscbt, also liberbaupt, wenn man pqr be- 
liebig permutirt. Da nun mmdestens zwei von den drei Addenden 
einerlei Zeichen baben, so bann icb durcb geeignete Vertlieilung 
der Bucbstaben bewirben, dass die beiden ersten Addenden 

« (pg\ 

md \a§) — m, ind \a^) — n 

ein und dasselbe Zeicben und zwar das positive besitzen , und 
braucbe die Gleicbung nur unter dieser Voraussetzung zu beweisen. 
Zii dem Zwecke maehe man die Paare a^a^, . . .5 

amarn+ij -• ; ajn ■+ n iC^m+n fill' u mit « /5 aquivaleiit j es wird 
dann aQttm mit pq^ a^am-^n mit qTj folglicb (nacb § 15 Seite 122 f) 
a(^am.Jr 7 i mit pr aqm valent, d L 

(pr\ ^ rrp\ 

ind \cc^) = w -f* md \a^) — — m — n. 

Bei jeder Anordnung der von u verscbiedenen Elemente p q r 
$ 1 baben wir jetzt: 

fpr\ /pr\ ,, /rq\ 

md J = md \cc^) + ind \ccpj 
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imd ebeiiso: 


AiA « fsp\ frq\ f)s\ « 

incl \apj =mi\ \a^J -\-md\aPjj md\apj = m(l\ctpj -\-md\apJ, 

folglieh aucli. 

(P a ( Q. ^ u ( ^ p\ 

intl \a(ij ind \«/3/ + ind \apj ind \ci^J == U 

Oder 

(P(l\ « 

ind \cipj = ind \cc^J -{- ind \ci^J + ind 

tiberhauj)! 


iiid \cc /3 y 4" ind \a jS y + 


md \cc jfi ), 


imniei unter der Voiaus&etzung, dass die betreffenden Indices wirk- 
iicb existiren. Es ist librigens m dieser Hmsicbt leicbt emzusehen, 
dass diircb das Vorhandensein von 


u (pr\ u (> cj\ 

md \a^J und md \ccpj 

allemal das Vorhandensein eines Index der Paare pq, a/3 fui u 
bedingt wird, folglieh auch diirch die Existenz von 


?4 fp^\\ u 1 ^’ 2 ^ -- 1 

ind \a/3 ) ^ md \a ^ ind \a pj . 

Sind die n Paare pr^^ • • •> fnr ii aquivalent^ p 

von verschieden, so erhalt man: 

u (Pi\ (P^x\ jc (p(l\ u (pcA 

, md \ap) = n ind \ap y, ind \pr^) — n, md \r^p) = — 

folglieh : 

(pg\ U (pg.\ u (prA t. (p q\ U /niA 

ind \apj = md \p'^iJ . ind \ap ) — ind \f^pj . md \a Pj. 

So oft daher Indices der Paare 2 ^ al) und ah, a p fur existiren, 
besteht die Gleichung 


« (P9\ u (ul\ c (fg\ 
ind \a&y . ind \apj — md \apj, 

Wenn icberhaiipt Indices der Paare pq, ah und pq, cep fur tc 
exbstiren, ohne dass p und q msammenf alien , so heshmmen alle drei 
Paare mit einem geeigneten JEhnheitspaare Indices fur u; denn bei 
geeigneter Wahl der Elemente ah'a P' ist 


(ah\ ^ (pq\ u u fpq) 

md \aV) — ind \ap) , ind \a P'J = md \ahj, 

folglieh 




§ 21 Doppelverlialtiiisse 

mithiii ciV mit a fur u aquivalent, a h ein Paar dei veilaBgten 
Art. Wenn ausserdem Indices der Paare rs^ dh und rs^ ap filr to 
existiren; so hat man bei nnYeranderter Bedeutung von aV: 



d, b. bei Veiiauscliuiig von ah mit bleibt das Verbaltniss 

^ {rs\ u (P^\ 
ind \abj : ind \ahj 

ungeandert und ist mithm dureb rspqu allein bestimmt. Indem 
wir jetzt dieses Verbaltniss den Index dei* Paare TSjP^ fur das 
Grenzelement ti nennen und mit 


ind \pq) 

bezeicbnen, erbalten wir als Indices alle endlicben rationalen 
Zalilen, obne mit den bisbengen Festsetzungen in Widersprucli 
zu gerathen. Ist in der That der Zahler = mn, der Nenner = 
wo m und n ganze Zahlen sind, m nicht Null^ so ist auch im frii- 
heren Sinne n der Index der Paare pq fur u 

Auf den erweiterten Begnff des Index lassen sich die oben auf- 
gestellten Satze leieht ubertragen. Bei den Beweisen wird der Urn- 
stand benutzt, dass, wenn die Paare ed, und die Paare cdj 

Indices fiir u bestimmen, bei geeigneter Wahl der Elemente 
a Indices von und von existiren. 

JBesit^en die Paare pq^ einen Index fur u, und sind a/3, 
a fur u, aquwalentj so hahen die Paare pq^ a denselhen In- 
dex, Besit^en die Paare pq und a§ denselhen,, von Null verscMe- 
demn Index ^ wie die Paare pq und a /S', so sind a/3 und a'/3' 
equivalent, 

Sind drei verscJmdene Elemente pqu gegehen^ so Imnn man a/3 
der art hestimmen^ dass der Index der Paare pq, cc^ odor auch der 
Index der Paare a/3, pq fur u emer heliedigen rationalen, cndhchen 
und von Null verscMedenen Zahl gUich wird, 

Besit^en die Paare pq, a/3 einen Index fur u, und sind pq, 
p q fur u dquwalent, so hesitmn die Paare p'q', a ft denselhen Index, 
Sahen die Paare pq und a/3 denselhen Index, ivie die Paare pq 
tmd so sind pq und p q' aqmvalent, 

BesiUen die Paare pq und a/S einen Index fur u, so ist 



§ 21 . Doppelveiiidltni&se 


171 


md 


(P9\ 

\pa) 


md \a^ J 


Daran scMiessen sicli die Gleichungen : 


— md \a^ y. 


{pa\ 

ind \€i^J 


md 


{pa\ 

{a^J 


u fpr\ u [>q\ 

ind \a^J ind \a/3/, 


^ ind 


{P^'i\ u fr,r,\ 
\apj ind \ ci^ J 


+ • • + md 


\ cep A 


welclie das Vorliandensein der rechts stehenden Indices zar Tor- 
aussetzimg liaben. 

Sind Indices von rs^ pq and von pq, ah fiu u lorlianden^ bo ist 


u f V$\ u fp u ( 

md \pqj . md \aij — ind \ahj- 

Smd py q verscliieden und Indices von ys^ ah unci von pq^ ah far 
u voyJiandenj so ist das Verhdltniss 

u {rs\ u [pq\ 
ind \ahj : md \ahj 

von ah unahliangig und gleicli clem Index der JPaare rs, pq fur u — 
Wenn die Paare hp^ he einen Index fur a besitzen, so wollen 
wir denselben auch den Index des Elementesj) im Netze aho 
nennen nnd schreiben: 

a fh abt^ 

ind \hc) — ind p, 

Bei Pesthaltung von a, h^ c durchlauft dieser Index alle endlicben 
rationalen Werthe^); nimmt aber jeden Werth nur emmal an. Ei 
bleibt ungeandert, wenn man die Pigur ahep durch irgend eine 
projective Figur a'Vc p aus demselben oder aus einem andern ein- 
formigen Gebilde ersetzt. Nun sind, so lange ahep vier verscbie- 
dene Elemente vorstellen, die Figuren ahep, pc^^ci, epahy hape 
projectiv (§ 16 Seite 128); folglich ist alsdann 


abo peb opa bap 

ind p — ind a — ind h = ind c. 

Nur bei barmonisclier Lage kbnnen die vier Elemente noch auf 
andere Arten permutirt werden, ohne dass der Index sick andert; 
die harmonische Lage wird jeM durch die Gleichung 


ausgedrucht 

Aus der Formel 


aba 

ind p ~ — 1 



*) Mit der Einschrankung, welcbe m § 23 zur Spraclie kommt. 
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§ DoppelveihaltBisse- 


welche die Existenz von Indices der Elemente p und r ini Netze 
voraussetzt, folgt: 

abG abc a P\ 

ind — iiid } — md \bcj 

Wird diese Voraussetzung nocli auf em Element ([ ausgedehnt, so 
bat mau; 

abc abu a 

ind — iud r = ind \bc) 

imd daranSj falls pcgr von einander verscbieden sind: 


aJto aOc 

ind — ind r 

abu abi. 

ind q — ind r 

Tritt endlich ein von p verschiedenes Element s hinzu , welches im 
Netze ahc einen Index besitzt, so hat man nocli. 


a f arq pq/ 

ind \rqj = indjp = ind a = md \q> J 


abo aba 

ind q — md s 

aba a bi. 


a 

= md 


<^sp pqa p 

s^j — md q — md s = ind 


md ji — md $ 

und gelangt also, da das Product 


( 


qs\ 

qaj 


md' 


fqs\ p fqa\ p fqs\ 
\qa ) . md \qr) == md \qr) 


sich als Index von 5 im Netze pqr erweist, zu der wichtigen 
Pormel : 


pqi 

ind s — 


abc abc abc abc 

ind — md r ind q — ii^d s 

abc abo abc abc 


ind q — md r ind j) — ind s 
Wir kbnnen auch schreiben: 



In der Euklidischen Geometrie wird, wenn jpqrs eigen tliche Pnnkte 
sind und a m den absoluten Punkt ihrer Geraden gelegt wird, im 
Anschluss an die auf Seite 165 gemachte Bemerkung, der Zahler 
des vorstehenden Bruches, also das Verhaltniss der Strecken pr und 
rq, das Th eilungsverhaltniss der Strecke pq im Punkte r 
und der Nenner entsprechend das Theilungsverhaltniss der Strecke 
im Punkte s genannt. Die Zahl, welche wir als den Index von 
s im Netze pqr eingefiihrt haben, erschemt bier als Verhaltniss 
zweier Verhaltnisse. Daher kommt es, dass ihr der Name Doppel- 
verhaltniss beigelegt worden ist. 

1st d irgend ein Element, welches in dem behebigen Netze 
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ahc emeu Index besitzt, so beisst dieser Index das Doppelver- 
lialtniss der vier Elemente oder der beidenPaare ah 

und €(l mid wird ziir Abknrzung mit {ahcd) bezeiclinet: 

ah c 

ind d — {(ihcd). 

Zielien wir eiustweilen nur Doppelverbaltnisse von je vier verscbie- 
denen Elenienten in Betracht, Tvelche also ausser 0, 1, oo alle ratio- 
nalen Wertlie annebmen kbnnen Wenn man alsdann zwei Elemente 
vertausclit^ zugleicli aber aueb die beiden anderii^ so entstelit eine 
mit der urspriinglichen projective Pigur; also ist {ahcd) = {ala h) 
— (bculc)^ d. h. das JDoppehe^lialtmss meicr Paare hleibt ungeanderf, 
wenn man dte Paare vertaiischt oder m heiden Paaren die Elemente 
gleiclmitig umstellt, folghcli aiicJi hei der Veibmdiing dieser Opera- 
tionen, Dagegeii tritt bei den andern Umstellungen der Elemente 
im Allgemeinen eine Aenderung des Doppelverbaltnisses em. 
tauscM man die Elemente einesPaareSj so geld das Eoppelve'^ltalbuss 
in den recipe ohen Weitli nher, denn wenn die Paare hd und he einen 
Index fur a besitzen; so ist sein reciproker Werth der Index der 
Paare he und hd, Nacli Yeitausclmng der imie-ien odei misses en 
Elemente erlialt man den Werth des JDoppelverhdltmsses , indent man 
den msprimgbclien Werth von Ems ah^ieht; denn es ist 

. fhd\ a (Cl\ a (hd\ a (cd\ 

I — md \bc) — iiid + ind \oh ) ~ ind \c6y =z{achd) = {dl)ca), 

Wenn also vier Elemente bei irgend einer Anordnimg em 
Doppelverhaltniss ergeben, etwa {ahcd) — so entspricht jeder 
Aiiordnung ein Doppelverhaltniss, und zwar ist 
{ahcd) == (badcy-=^ {edah) = {dcha) = 

{ahde) = (Jbacd) = {dcah) = {cdha) == “ ? 

{achd) = {6adh) — {bdae) = {dhea) = 1 — x, 

{adhe) == {dacb) ^ {head) = {chda) = 1 — - , 

{aedh) = {cahd) == {dbac) = (hdea) = 


{adch) ^{dahe)^ {chad) ^{heda) - 


1 

X 


Diese sects Zahlen sind von einander verschieden, ausser wenn x 
einen der Werthe — 2^ ^ besitzt; im letzteren Falle sind acht 

Anordnungen liarmonisch und haben das Doppelverhaltniss — 1, wah- 
rend acht andere das Doppelverhaltniss 2, die acht iibrigen - liefern. ■— 
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§21. Doppelverlialtiiisse 


Man bemerke nocli: Wemi DoppeUerhaltmsse 
stiTeUy so gehen auch abpolh ein Doppelverlialtmss, unci mm tst 
(rt&iJsPa) {ahihPi) (a&^iPo) == 1- 
Wenn Boppeherlialtmsse 

{ahcpi) = x^, («6cp,) = JCj, {aicps) = x^, {abcp^) = 
existiren, so gehen aucli PiPiPaP-i Doppelverhaltmss 


iPiPiPiPi) 


^3^ i^2 ^ 4 ) ^ 

(Xz — X3) {Xi — X^) 


An dem Vorzeichen des Doppelverkaltnisses {abed) erkennt 
man, ob die Paare ab und cd getrennt liegen oder nicht. 1st das 
Doppelverhaltniss {abed) positiv, so werden ab nieht 
dnrch cd geirenntj ist es negativ, so werden ab durch cd 
getrennt. Es seien namlich m und n positive ganze Zahlen, und 
bei gegebenen a,by c seien die Elemente e, d, d' so construirt^ dass 


(a&ce) = i, iahcd) = ^, {abcd') = —^-, 


da {abac) ~n, {abed) = {abac) {abed) = m wird, so ist c das 
d das Element des Netzes aie, folglich (§15 Seite 119) coe 
durch be und durch bd getrennt, mithin ab weder durch ce noch 
durch de, schliesslich ab nicht durch cd^ da 

{abdeV) = {abde) {abed') = — 1 , 
so werden ab durch cld' getrennt, aber nicht durch dc^ folglich 
werden ab durch cd' getrennt 

Aus drei verschiedenen Elementen ahe konnen wir die Doppel- 
verhaltmsse {abeb) = 0 und {abcc) = 1 bilden. Es empfiehlt sich 
aben, Doppelverhaltnisse zuzulassen, in denen irgend zwei Elemente 
identisch sind. Em die soeben abgeleiteten Satze (wenn auch zum 
Theil mit Modificationen) aufrecht zu erhalten, hat man 
{aebe) — {cacb) — 0, {ccbcc) = {ccab) = 1, {cabc) — {accb) = cQ 
und dem entsprechend 

ab c 

ind a — {abca) = oo 

anzunehmen; die zwolf Permutationen der Elemente a 5 c c? geben die 
je viermal auftrefcenden Doppelverhaltnisse 0, 1, oo. 

Jetzt gehort zu jeder rationalen Zahl /I, mit Bmschluss der 
Zahl oo, ein und nur ein Element welches mit abc em Doppel- 
verhaltniss {abep) = I bildet und allemal ein Element des Netzes 
abc heissen soli. Je vier von einander und von a verschiedene Ele- 
mente jPijP 2 JP 3 i ^4 des Netzes abc liefern ein Doppelverhaltniss, wel- 
ches nach der auf Seite 172 gegebenen Pormel aus ihren Indices 
bereehnet wird. Aber auch wenn em Element nach a gelegt wird, 
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ergiebt sicb eiii DoppelTeriialtniss ; denn nach einer auf Seite 172 
gegebeneii Formel ist 




{alcpi)— jahcps) _ 

(aftcjOj) — [alcp^ 

Hezeiclmet man also niit Pi2h Pi i^'ifond welche Eleniente des Netzes 
ate, so ist jedes Element des Netzes ahe em Element des Netzes 
Pilhlh umgekelirt. 

Sind die Elemente e und f von a verschieden, so gtebt es Ele- 
niente des Netzes ahe, welelie durch e und f von a getrennt werden. 
Beweis: Siad e und f Elemente des Netzes ahe, so suche man ein 
Element u, welches im Netze efa einen negativen Index hat 5 u ist 
auch ein Element des Netzes ahe, und ef werden dureh au getrennt 
Ist e em Element des Netzes ahe, f aber nieht, so ist wenigstens 
eines der Elemente h und c Ton e verschieden, etwa &; der Fall, 
wo ef durch ah getrennt werden, bedarf keiner weiteren Eror- 
terung; werden aber eh durch af getrennt, so bestimmt man nach 
§ 15 Seite 120 ein Element u des Netzes eah (also auch des Netzes 
ahe) derart, dass au durch ef getrennt werden; liegen endlich ae 
dureh hf getrennt (also he nicht dureh af), so bestimmt man ein 
Element t des Netzes ahe derart, dass ht durch af getrennt wer- 
den (also et durch af), und hierauf ein Element u des Netzes eat 
derart, dass au durch ef getrennt werden. Es bleibt noeh die An- 
nahme iibrig, dass weder e noch f zum Netze ahe gehoren. Man 
mache hq) mit ef fur a aquivalent, suche im Netze ahe ein Ele- 
ment |3, welches von a durch h und (p getrennt wird, und nach 
Seite 165 im Netze ah^ zwei Elemente y und u derart, dass die 


Paare yu, ae getrennt liegen und die Paare h§, yu fur a aqui- 
valent sind; endlich mache man yg und hep fiir a aquivalent. Es 
werden hy, j3tt, epg Paare von homologen Blemeuten einer Aequi- 
valenz mit dem Grenzelement a, folglich ah^p und ayug projectiv, 
yg durch au getrennt, d. h. fur a liegt u zwischen y und g, e zwi- 
sehen y und u, folglich e zwischen y und g, u zwischen e und g, 
ferner werden (§ 15 Seite 122) aefyg und agyfe projectiv, fiir a 
liegt e zwischen g und y, folghch g zwischen e und f, also auch u 
zwischen e und f. Das Element u gehort zum Netze ahe und wird 
von a durch e und f getrennt. 

Werden die Elemente efh heliehig angenommen, so gieht es Ele- 
mente des Netzes ahe, welche durch e und f von h getrermt warden. 
Denn wenn man unter a ein von h nicht durch e und f getrenntes, 
unter /3 und y zwei von a verschiedene Elemente des Netzes ahe, 
unter u ein von a durch e und f getrenntes Element des Netzes 
a^Y versteht, so werden ef durch uh getrennt, und u gehort zum 
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§ 22 Coordinate!! 


Netze ale — Sind e tmd f eigentliclie PunTde, ale lehehge T%mkte 
der Qeraden ef, so giebt es eigenthflie PunlJe des Netges ale, welclie 

sivisclien e mid f liegen 

Stncl efu Elemenie des NeUes ale, so liegt der Index mn u 
mvischen den huhees von e mid f, ‘uenn ef diircli au getrennt tuerden, 
und II m g^ek cli rt. Deim W6iiii ef uiicl an gotiomit so isfc 

das Doppekerlialtniss 

. . s (alee) —{(tlicu) 


negatir, also Zaliler und Nenner von verschiedenem Zeichen, n. s. w. 
—^Smd ale Fimlte erne) eigenthelien Oeiaden^ efu eigentliclie Funlcte 
des Netm ale, u misclien e und f gelegen, so hegt der Index von 
u pwlsclien den Indices von c und f tvemi a mclit mr Sbecle ef 
gelmt, nnd Timgekelirt. 

Das Doppelverlialtniss von vier Punkten^ welclie aus emer Ge- 
laden g dureli vier Ebenen A BCD lierausgesclinitten werden, be- 
zeiclmet man durcli g^ABQD). Das Doppelverbaltniss von vier 
Stiahlen, welche in emer Ebene von emem Punkte jO nach. vier 
Piuikten ah ad gezogeii warden^ bezeicbnet man durch p{ahcd) 


U s. w. 


§ 22. Coordinaten^). 

Werdeii in einem einformigeii Gebilde drei Elemente ale fest- 
gebalten; und wird unter jp ein beliebiges Element des Netzes (the, 
unter x der Index von in dem Netze verstanclen, so durchlaiift 
iahe^) alle rationalen Werthe"^*^); mit Einscliluss der Zahl oo, 
und es wird durck den Werth von x das Element ini Netze ahe 
ebeuso vollstandig bestimmt, wie umgekehrt x durch ji. Nach dem 
Sprachgebrauch der analytischen Geometric kbnnen wir dalier die 
Zahl X eine Coordinate des Blementes jp nennen. Da 
{cihecCj — oo, {aheh^ — Op {chlee) — \^ 
so haben a, b, e die Coordmaten resp oo,0j I 5 es wird a das iJn- 
endlichkeitselement oder efste Fundamentalelement, h 
das Nullelement oder zweite Pundamentalelement, e das 


*) Yergl 2 u diesem Paragraphen Mobius, der barycentnscho Calcul, 
zweiter Abschmtt, sechstes Capital; Staudt, Beitrage :aur G-eometrie der Lagc 
§ 29, Luioth, Mathem Aunalen Bd 8 S. 207 ff , Sturm., ebemlas Bd. 9 
S 343 ff, Fiedler, darstellende Greomefcne II Aufl S 523 ff und S 739 f — 
Dei Inhalt dieses und des vorheigelienden Paragraphen stamrat im Wesent- 
licben aus emer im Winter semester 1873/74 gehaltenea Voiiesung 
'*''*■) Mit dei Einschrankung , welche 11 a § 23 zur Sprache koramt. 



§ 22 Coordmaten. 


177 


Einheits element, die Coordinate von p in dem dnrch a als 
erstes , i als zweites Pundamentalelement und e als Emteitselement 
definirten Coordinatensysteme^ kiirzer die Coordinate von p 
im JSTetze ahe iieissen, 

Jede Zahl kann man als Quotient zwejer endlichen Zahlen 
: Xo sehreiben; und nelimen unabliangig von einander alle 
endlichen Werthe an, nur durfen sie nicht gleichzeitig —0 ahge- 
nommen werden. Jedes derartige Werthepaar (X|, kann als Re- 
prasentant einer bestimmten Zahl, namlich des Quotienten 1X2, 
gelten; aber umgekehrt hat diese Zahl nicht einen, sondern unend- 
lich viele Reprasentanten , namlich alle Werthepaare von der Form 
QXo)} wo Q eine beliebige endliehe und von Null verschiedene 
Zahl bedeutet. *Diejenigen Werthepaare, deren Glieder in rationa- 
lem Verhaitniss stehen, werden die Coordmaten alter Elemente eines 
Netzes reprasentiren und durfen deshalb als Reprasentanten der Ele- 
mente selbst angesehen werden. 1 st im Netze ahe das Paar (x^y Xy) 
der Reprasentant des Elementes p mit der Coordinate x, so heissen 

x^y a?2 der (gewohnlichen) Coordinate ~ entsprechende 

homogene Coordinaten oder homogene Ooordinaten des 
Elementes p im Netze ahe, und man bezeichnet das Element 
durch (Xi, x<^, Bei endlichem x kann man = x, x^ bei 

= 00 kann man x^ — ly X2 ~ 0 nehmen. Die Fundamentalele- 
mente werden durch ( 1 , 0 ) und ( 0 , 1 )^ das Einheitselement durch 
( 1 , 1 ) dargestellt. 

Die homogenen Coordinaten erweisen sich als zweckmassig schon 
bei der Losung der Aufgabe: Das Doppelverhaltniss von vier 
Elementen pq^rs zu berechnen, welche im Netze ahe durch 
(x^y x^y, {Piy 2/2)? (%? ^2)^ ih? ^2) reprasentirt werden. Sind 
zuerst pqrs von einander und von a verschieden, so kommt: 

== ^2/ XVi h/ ^ ^2^1) {Vih — yM 

\2/2 ^ 2 J \^2 tg J 

„ (srqp) =: (rspq) = (qpsr)y 

^2 ^ (yi Q — ^2-1) , 

(jp^ra) — yj^ _ zy, (^1% — (ici 1) * 

Vz 

Demnach bleibt die Pormel 

— (^1^2 -^ 2 ^ 1 ) {yih -y%h') 

\PyL ) _ 2/2 Zy) iXi - a .2 h) 

noch giiltig, weim eines der Elemente nach a fallt, und schliess- 

Pa5,oh, Voilesiuigeu 12 
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lich auch dann, 'wenn zwei Elemeute identisch sind. Diese 
Formel lasst noclimals erkennen, dass pg_rs iu st qp, rspq, qpsr 
permutut werden diirfen. Sie aiidert sieh nieht, wenn man und 
durch gxj und paij eisetzt, oder ?/i und durcli pi/, und 
u. s. w., — wie Yorherzusehen war. 

Zu den Gebilden zweitei Stufe ubergebend , nebmen wii zuerst 
auf eiuer Ebene vier feste Punkte aice an, von denen keine drei 

in gerader Linie liegen, und projici- 
ren e aus den Punkten a, h, c auf die 
Geiaden resp. he, ca, ah nacb e,, Cji 
63. 1 st Pi ein Punkt des Netzes &ce,, 
P2 em Punkt des Netzes cae^, p der 
Durchschnittspunkt der Strahlen a_p, 
und hpi, endlich p^ die Projection 
von p aus c auf ah, so sind die Bii- 
scbel h(caep) und pie^aeb) perspec- 
tiv, folglieb. 

{cae^p^) — h{caep) =p(e, a eh), 
(heeiPi) —pihceitt) — pipiahcy, 

es existirt also aucb ein Doppelverbaltniss 

pifiiace) = c{hape) = (hap^e^) = {ahe^p^y, 

d li. p^ ist ein Punkt des Netzes ahe^. Jeder Punkt p der Ebene 
nhc, welcher sicb aus a, h, c auf resp he, ca, ah nacli Punkten 
derNetze hce^, cae^, ahe^ projicirt, wird ein Punkt des Netzes 
alee genannt; insbesondere sind alle Punkte der Netze Bee,, rae,, 
ahe^ Punkte des Netzes ahee. Bezeichnet man mit v.^ die 
Coordinaten von p, im Netze hce^, mit w^, die von p^ im Netze 
cae^, mit a:,, fl", die von p^ im Netze ahe^, so ist 

=(h ceiPi){eae2P2){ahe^p,,)==p{ei aeh) pie^ahe) p(eiace) = 'l. 

Bezeichnet man ferner den gemeinschaftliehen Werth der Quotienten 

X2V2 

Vi W2 

mit so ist 

" ' • ^2 7 ^3 * • ^^2 • 

Es giebt also drei Zablen x^ % von der Besebaffenheit^ dass 

^===(hceiPi)=aQ)cep), ^=(cae2P2)=hicaep), 

== (abe^Pii) = e(a hep) . 


a 
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Dies bleibt auch dann richtig, wenn ]} auf emer Seite des Dreiecks 
ahCy aber nicht in emer Ecke liegt Fallt z B m die al), aber 
nicht nach a oder h selbsfc, so fallen Pip^lh 

man bat = 0^ wabrend und von Null verscbieden smd. 
Liegt p aber in emer Ecke jenes Dreiecks^ so wird einer der Punkte 
lhP 2 P^ nnbestimmt, wenn p sicb z. B. mit a deckt, so wird p^ un- 
bestimmt, p, und p^ fallen nach a, man nimmt x^ = 0 und 

fiir eine beliebige endlicbe^ von Null verschiedene ZabL 

Da von den Quotienten x^ix^, x^:x^, x^'Xj bochstens emer 
nnbestimmt werden kann, so liefern die Zahlen x^ mindestens 

fur zwei von den Punkten p^, p^, 2h Strablen ep^j 

^Pi-> ^P% bestimmte Lagen und also stets den Punkt p als Durch- 
scbnittspunkt dieser Strablen. Dmgekehrt werden durcb die drei 
Zablen nicbt vollkommen bestimmt^ vielm^br sind mit dem Wertb- 
system {x^^ x^^ x^) als Reprasentanten des Punktes p allemal iin- 
endlicb viele andere gleicbberecbtigt^ namlich alle Systeme (qx^, 
QX 2 y ^>%), wo Q eine beliebige endlicbe^ von Null verschiedene Zabl 
bedeutet. Wenn wir daber x^^x^, Coordinaten des Punktes 
p im Netze ahce nennen, so sind diese Coordinaten als bomo- 
gene zu bezeicbnen. Abgesehen davon^ dass sie nicbt gleicbzeitig 
Null werden kbnnen, unterliegen die Coordinaten nocb der Be- 
schiankungy dass ibre Verbaltnisse rationale Zahlen sein mtisseii, 
konnen jedocb im Uebrigen beliebig angenommen werden 

Piir alle Punkte der Netze hce^, cae^^, aie^ — aber nur fiir 
diese — ist beziebungsweise x^ — 0, X 2 = Oj x^ = 0, Die Punkte 
a, hj c baben der Reibe nach die Reprasentanten (L 0, 0), (0, 1, 0)^ 
(0, 0; 1) und beissen der erste, zweite, diitte Fundamen- 
talpunkt. Der Punkt e bat die Coordinaten (1^ 1) und beisst 

der Einheitspunkt Die drei Pundamentalpunkte (in fester 
Reibenfolge) bestimmen mit dem Bmbeitspunkte das Coord inaten- 
system. 

Nimmt man .letzt auf emer Ebene vier feste Geraden ABCE 
an, von denen keine drei durcb emen Punkt laufen, und nennt jede 
Gerade Gy fiir welche zwei von den Doppelverbaltnissen 
B{GAEG)y C{ABEG) existiren, erne Gerade des Netzes 
ABGE^ so kann man fiir die Geraden dieses Netzes bomogene 
Coordinaten % derart einfuhren; dass ini Allgemeinen 

^^ = A{BCEa), = ^^=CCAJBEG). 

Existiren zwei von diesen Doppelverbaltnissen, so existirt auch das 
dritte, ansser wenn G eine der Geraden ABG ist. Fiir A nimmt 
man als Coordinaten (1; 0, 0) oder {q, 0, 0), fiir B (0, 1, 0) oder 
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(0, 0), fur C (0, 0, 1) Oder (0, 0, g), E wird durch (1, 1, 1) 

Oder q) dargestelli Die Geraden ABGE bestimmen, die 

drei ersteu als Pundamentalliiiien;, die leizte als Einlieits- 
liniC; das Coordmatensystem. 

Man pflegt in der Ebene Punkt- und Liniencoordinaten gleich- 
zeitig einzufubren^ indem man m ibr ejn Dreieck und ein Paar 
Elementej welcbe in Bezug auf das Dreieck Pol und Polare (§ 11 
Seite 91) sind, festbalt Es seien abc die Bcken des Dreiecks, 
AEG ibre Gegenseiten, der Punkt e Pol der Geraden E fur abc*^ 
von den Punkten abce sollen keine drei auf einer Geiaden^ also 
aucb von den Strahlen kerne drei m einem Buscbel liegen. 
(Die Piguren abce ABCE und ABGE abce sind polarreciprok.) 
Nehmen wir einen Punkt im Netze abce und eine 

Gerade lu, %) ipi Netze ABGE, dann wird G von den 

Strablen A, B, G, ap, bp, cp resp. in Pi> !Pi> 

getroffen, dass 


(y2yiri^>i)= 

Oder 




(yirij'2i>2)=— 


X,Ui 


( 71^2 ^ 3 ^. 0 == — 






(n y2>’3i>2) = 


aJiWi 


{yiy^yiiPi) 


X 2 U 2 , 


denn bedeutet fur eiuen Augenblick a den Punkt AE, so 1 st 

= A{BGEG) = {cI>,y 0 = 11, a{cheB)=^-l, 

— = a(cipe):a{c'be£).a( 6 hsyi) = a (chpYi) = {y^yiPx 7 i) u. s. w. 

Liegt jp auf (?, so fallt p mit P2> Pi zusammen, die Doppelver- 
haltnisse { 7 i 7 <iyzPi), {yiy^yzPo)} (j'l ^2 J'si’s) ’''''erden identisch, die 
Summe + «2#2 + ^3*^3 Null, und umgekelirt. Man uber- 
zeugt sich leicht, dass dies auch dann richtig bleibt, wenu erne 
Oder mebrere Coordinate!! verschwiaden. 

Sind nun y^, y^) und r(«,, 0 ^, 0 ^ Punkte des Netzes 

ahee, und macht man 


«i = 2/2% — % = Vzh —Uih^ «3 = Vi H . 

so verb?.lten sick Vj, v.^, wie ganze Zahleii, ohne gleichzeitig 
verschwinden zu konnen, und stellen, da 

y^Vi + 2 / 2^2 + Pz^z = 0, + 02^2 + %% == 0, 

eine Gerade dar, welcbe zum Netze MiBOjE? gebort und die Punkte 
qr enthalt, d. h.: Verlindet man 0 wei Punkte des Nct0es alee, so 
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cilialt man eine G-eiade des Nefzes ABCE: swld man den Diocli- 
sclmittspunkt eioeier Qeraden des Ketses AJB C E , so erlialt man einen 
Eunkt des Netzes aice. Xennen wir daher solche Geraden auch 
^Geraden des Netzes ahce‘‘, ihre Coordinaten aueh „Coordi- 
naten im Netze atce', jene Punkte auoh ;,Punkte des Netzes 
ABGE“ u. s. w., so sind alle PunJde und Geraden, uelclic ans den 
PimLten ahce Oder aus den Geraden ABCE dadurcli lienorgelmi, 
dass man in der Ebene abc nur Bunlde durcli Geraden verbindet- 
mid BurchschiiittspunTde von Geraden aiifsucJit^ Eleniente des Netzes 
ahce Oder nach BeUehen ABCE zii nennen. Und nach § 16 
(Seite 120 f.) lassen sich alle Eleniente des Netzes aus den PunJeten 
ahce Oder aus den Geiaden ABCE durch jene Constructionen dllein 
Jierstellen. 

Die Gleicliung = 0 ist die nothwen- 

dige und hinreidiend e Bedinguug fiir das Aneinander" 
liegen der Elements (x^, x^, x^) und {u^, M 3 ), von deuen 

das eine ein Punkt, das andere eine Gerade des Netzes 
ahce ist. 

Das Element (aJj, x^ werde mit a: bezeiclinet, das Element 
(Pi> Pi) Ps) ^ u. s w. Dureb den Punkt x des Netzes alee 
kann man vier zum Netze gehorige StraUen zieben, mdem man x 
mit vier Punkten pqrs des Netzes verbmdet Der Strabl xq) bat 
die Coordinaten 


^%Pi) '^iPi Pi) 
Folglicb ist das Doppelverbaltniss 

A{B,C,E,xp)- 


X 1 P 2 — x^Pi- 


x^p,-x,p„ 


Coenso A{B,C,E,xq)= 




u s.w. 


XiPt—x^Pi’ ■' ■■ ' ' x,qt—Xiqi 

Darans ergibt sich aber aucb fur die Strahlen xp, xq, xr, xs ein 
Doppelverbaltniss 

(®j i’l — i’sl (®i ^2 — Pt ~ G) 


iXgqi 


23 ) 

■ x,q^ (Xj Sj —XySj) - 
- XiS^ ■ 


■ 22 — «2 2i) (»3 G — *1 G) 

■ (ail 22 — a^22i) — 0:183) 

- («i Pi — «2 i>i) (*3 S, — S 3 ) ’ 


X 


(XiPi — XiPa) [x,Si- 

und wenn z. 15. (xpr} die Determinante N X, bedeutet, so.ist 
X{pqrs) (xqr){xps) 

War Xi — 0, so musste man ABC durcb BGA oder CAB ersetzen. 

Auf der Geraden u des Netzes ahce kann man vier Punkte 
des IJetzes bestimmen, intern man u mit vier Strablen cefiyd des 
Netzes zum Sebneiden bnngt. Fur diese Punkte ergiebt sieb das 
Doppelverbaltniss 
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ii{a^yd) — 


(nay) ( u^d) 
(u^y) {ua6) 


Siud also X 2 yg[rs gleichaitige Elemente cles Netzes ahce, und 
liegeu von den vier Elementen i^Qrs keine drei in einem einformi- 
gen Gebildc; so existiren mmdestens zwei von den Doppelverhalt- 


nissen 

p(qrsx), f{pqsx)j 

d. li. X ist eiii Element des Netzes und tiberliaupt alle Punkte 

und Geraden des Netzes alee gelioren zum Netze pcirs, insbeson- 
dere alee ABOE selbst. BemcJinet man mit pqrs vter Pnnlde des 
Eet^es alcBy von denen heine drei m gerader Lime hegen, oder vier 
Geyaden des Netzes alee, von denen Icme drei sicli in einem Piinkte 
freffen^ so gelioren alle Elemente des Netzes alee aiicli man Netze 
pqrs imd umgelehyi 

Die voistehenden planimetriscben Betraclitungen lassen sicli so- 
fort auf centrische Figuren tbeitiagen. Durcb einen beliebigen 
Punkt ziehe man drei StraLIen ale, welcbe durch drei Bbenen ABC 
verbunden werden^ und ausseihalb dieser Ebenen einen Stiahl e 
iiebst der (nach § 11 Seite 92) als Polare fill ale zu e gehoiigen 
Ebene E, Diejenigen Strahlen und Ebenen des Bundels alc^ welche 
aus den Strablen alee oder aus den Ebenen ABCE dadmcli lier- 
vorgelieU; class man nur Strahlen durch Ebenen verbindet und 
Durchschnittslinien von Ebenen aufsuchtj werden Elemente des 
Netzes ahee oder JlJ 5C-E genannt Smd pgrs vier Stiahlen 
oder vier Ebenen des Netzes alee, von denen keine drei in einem 
Bilschel liegen, so gehbren alle Elemente des Netzes alee auch 
znm Netze pg[fs und umgekehrt. Diese Elemente haben je drei 
homogene Coordinaten im Netze alee oder ABOE] ale 
heissen Fundamentalstrahlen, e Einheitsstrahl, ABO 
Piindain entaleben eii; E Einheitsebene des Ooordmatensy- 
stemes Smd x^XoX^ die Coordinaten des Straliles x, 

Ebene n im Netze aleC} so hat man- 


^^ = a(bcex) u. s w. A(BCEu) u. s. w 

'W3 ' 

Der Strahl x und the Ebene u liegen daiiii und iiiir danii aiiein- 
ander^ wenn 

Smd xpqrs Strahlen oder Ebenen des Netzes^ so hat man: 


x{pqrs) — 


jxpr) (xqs) 
(x^r) (xps) 


Damit veilasseu wir die Gebilda zweiter Stufe. Wir iiehmea 


jetzt fujif feste Punkte aii^ alcde, von denen keine vier auf einer 
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Ebene liegen, und piojiciren e aus den Punkteu a, I, Cj tl auf die 

Ebenen resp 'bed, eda, dab^ abc nach ^2, e^j Die Ebene 

abe mag die Gerade cd im Punkte sekneiden, die Ebene ace 
die Gerade bd im Punkte u.* s. w. Sind Vu P^i^kte 

resp. der Netze ede^^y cide^^, ist p der Durchscknittspunkt 

der Ebenen abp^^^ werden die Geraden aCj ad, 

bd resp. you den Ebenen bdp, bep, acp in den Punkten 
getroffen, so smd j>24, 1%, i>i3 Punkte resp der Netze 

ade^.^j bde^^\ denn wenn man nocli p aus b, c, d resp. auf bod, 

eda, daby abc nach p^^ p^, P4 projicirt, so 1st in der Ebene 
eda der Punkt aus c, d, a auf resp. da^ ac, cd nach 
^12 projicirt, ebenso p.^ nach p,^, p^^, Pj2? folghch liegt_p24 ™ Netze 
ace^ji u. s. w. ; und man bemerkt, dass die Punkte p^, p^^ P3, p^ 
lesp. zu den Netzen bede^, edae^y dabe^, abce^ gehbien Jeder 
Punkt p, welcher sich aus b, e, d auf lesp. bed, eda, dab, abc 
nach Punkten der Netze , edae,, dabe^, abce^ projicirt, wird 
ein Punkt des Netzes abede genannt; die Gerade cd wird von 
del Ebene abp in einem Punkte Netzes ede^^ g^t^offen 

u s. w. Insbesondere sind alle Punkte dei Netze bede^, edae^j 
dabe^, abee^ zum Netze abede zu rechnen. 

Es seieii die Coordmaten von p^ im Netze abee^, also 

I = (5cei4i)n), = (cffle,4jP24)> J‘ = ('a&e342)3j). 

Dann kanii man die Zahf so hinzufiigen, dass x^x^x^ die (Joor- 
diuaten von im Netze bede^ w'erden, dass also noch 

g= (cfZeijPis). = 

Aus den Werthen von iaee2i P2i) von 

{ahe-iiPn) uud f js) folgt: 

g = 623 2)23). 

Die Zahlen x^x^x.^x^ haben also die Eigenschaft, class x^x^x^ die 
Coordinaten von jpj im Netze hede^, x^sX^x^ die von p2 im Netze 
edae2y X4X^X2 die von p^ im Netze dabe^^, x^X2X<^ die von p^ im 
Netze abce^ vorstellen. Solclie Zahlen smd auch dann vorhanden, 
wenn ^ mit zweien der "Punkte abed in gerader Lime liegt, aber 
in kemen dieser Punkte fallt. Liegt jp z. B. m der ab, aber nieht 
in a Oder b, so fallen jpj ^ 2 i^ 3 JP 4 

= 0 , = 0 ; aber x^, X2 nicht Null Veremigt sich p mit einem 

der Punkte abed, so wird eine der Projectionen PxP^PzPa ^^ibe- 
stimmt*, fallt p z. B. nach a, so wird p^ unbestimmt, p^PzPi fallen 
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uaeli man lummt = 0^ x^ — 0 imd fiir Xi irgend eine 

eiidliche; von Null verscliiedene ZaW 

Die Zalilen XiX.;^x^Xi bestimmen den Punkt p als Durcliselinitts- 
punkt derEbenen al2hi^ u. s. w, und heissen Ooordinaten 

von p im Netze (thcclc^ man kann statt ihrer aucb QX^, QXo^ 
QXg, QXj^ nehmen, wenn q weder 0 nocli c» ist. Diese Ooordinaten 
Sind wieder als bomogene zu bezeicbnen; sie konnen nicht gleicb- 
zeitig Null warden, ibre Verhaltnisse sind rationale Zablen, andere 
Beschrankungen bestebeu nicht. Fiir alle Punkte des Netzes icde^ 
ist — 0, fiir alle Punkte des Netzes c Je,, ist x^ — x^ = 0 , u. s w. 
Die Punkte «, h, c, d, e baben der Reibe nacb die Reprasentanten 
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 1) und 
heissen der erste^ z weite^ diitte, vierte Fundamentalpunkt; 
beziehnngsweise der Einheitspunkt. Die yier Fundamentalpunkte 
(in fester Reihenfolge) bestimmen mit dem Einheitspunkte das 
Coordinaten system. 

Analog werden nach dem Gesetze von der Reeiprocitat zwischen 
Punkt und Ebene, wenn von den fiinf festen Ebenen ABODE 
keine vier in einem Btodel liegen, die Ebenen des Netzes 
ABODE und ihre Coordinaten definnt; ABOD weiden die Pun- 
damentalebenen^ E die Einheitsebene des Coordinatensy- 
stemes. Ist P eiue Ebene des Netzes ABODE mit den Coordinaten 
™ Allgemeinen- 

'^=^{CI)A, CDS, CDS, CJSP), 

1^2 

^ = {BDA,SDG,BDS, SDS), u. s.w. 

Man pflegt Punkt- und Ebenencoordmaten gleiclizeitig einzu- 
fiiliren, indem man vier feste Punkte a, 5, C; dj welche durch vier 
Ebenen Ay By Gy D (namlich hcd, cda, dah, ahc) verbunden wer- 
den, mid ausserhalb dieser Ebenen einen Punkt e nebst seiner Polar- 
ebene E fur abed 11 Schluss) annimmt, so dass abede ABODE 
und ABODE abode polarreciprok werden. Der Punkt e^, in wel- 
chem die Gerade ae der Ebene A begegnet, ist dann der Pol der 
Geraden AE filr bed. Es sei x^y x^ ein Punkt im Netze 

abede, Piti^, iiyy eine Ebene im Netze 4 R CD -E; von den 

Ebenen Ay B, G, D werde P in den Geraden g^, g^, von 

den Strahlen ap, bp, op, dp in den Punkten p^, p^, i? 3 , i >4 ge- 
troffen. Im Netze bede^ hat die Gerade die Coordinaten 
die Projection p' des Punktes p aus a auf A die Coordinaten 
1^2 ^3 ^^ 4 . Bezeichnet man den Punkt g^g<^ d. i ABP (also den 
Durchschmttspunkt der Geraden cd mit der Ebene P) mit 
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so liegen Geraden (namlich auf den Ebeiien F 

und cdp) u. s. w. 

Wenu von den Geraden kemo drei durch einen Punkt 

gehen (d. li, wenn P keineii Fundamentalpunkt entbalt^ oder wenn 
von Null verschiedeii sind), so kann man anf der Ebene 
P etwa von den Pol £ in Bezug auf 5 ^ 34 3 ^ 22 ) 

stiuiren und findet 

Xy Uo } X4 ll^ J X^ 

als Gooidinaten von Netze 9^9 ^9^9^ (<^dei 7 ^ 4 ^ 2 i 7 i 3 «)> 

X^tl^ X^U^ X^X^j Xj^ti^ 

als Coordinaten von 2^1 demselben Netze ^ u. s w. Wird namlicli 

in der Ebene A der Piiukt|)' aiis h auf die Gerade tcl nacli 
projicirt, so eihalt man nach einer oben (Seite 180) gemachten Be- 
merkimg, wenn man noch berucksicLtigt , dass ^>"^>,734 auf einer 
Geraden (uamlicli auf denEbenen P und a & 2 -^) liegen^ und dass die 
Indices permutirt weiden dm fen: 

(^'13714^./') =- 15 . 

i52(7l37i4 7l2734) == 7u iV \iY li? i 2 = ~ Jit > 

Pz (734 744 724 713 ) = - — > 734 (724 723 7, 2 ^l) = ” 5 

JPi (734 714724 71.0 =JJ2(7347 i47247i 3) •2>2(7347t47t37l2) 1 

^2 (713734723724) = 724 (723 7,)4 7l3 5 

734(724723«JPi) == 734 (7>i723«7i 2) - 734(724 723 7l2i>l) == 

724 (723 734 = — - 723 (731 724 ^ Pi) ^ 

73l(724 723«i>2) -== 734(721723 «Pl) = ’ 

724 (723 734 ^P-i) all Ml + X 3 U, + a!4M4 ' 

• Liegt p auf so fallt p mit Pi^ P 2 } Pz? Ih zusammen, die 
Summe x^u^ -f- + ^3% + ^4^4 und umgekeigt Von 

der Beschrankung, dass P keinen Pundamentalpunkt enthalten 
soil, kann man sich leicht befreien. Smd daher ^2 2^3 2^4)? 

^4)? Punkte des Netzes abcdoj und setzt man 

die Determinanten 
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bO veisehwiuden die Summen 

Ifi ^1 + 2/i ^2 + 2/3 ^3 + 2/4 ^4 5 + ^2^2 + ^3 + ^'4 > 

4 “ ^ 2*^2 + ^3 ^3 4 “ ^ 4^4 ? 

uiid es stelien iiVjV^v^ eine Ebene dar, welcEe zum Netze ABGBJB. 
gelidrt mid die Punkte g, r, 5 enthalt, d h.‘ Verbinclet man drei 
Punlie clcs Nef^es aiede, so erhdlt man eine Ebene des Netzes 
ABC EE; snclit man dm DiirchschmUspiinM dreier Ebenen de^ 
JSfetees ABODE , so erjialt man einen Ptinlt des Netses abode 
Demnaeh fallen die Geraden, welche je zwei Punkte des Netzes 
abode verbmden, mit den Geraden, in welchen je zwei Ebenen 
des Netzes ABODE sich schneiden, zusammen. Diese Geraden 
sollen Geraden des Netzes abcde^‘ oder „ Geraden des 
ABODE die Ebenen des Netzes auck „Ebe- 

nen des Netzes abcde^% ihie Cooidinaten auck „ Coordinaten 
im Netze abode die Punkte des Netzes abode auck ,, Punkte 
des Netzes ABCDE^\ ikre Coordinaten auck „Coordinateu iin 
Netze ABODE“ keissen Jdle PunMe^ Geraden imd EhenoHy 
welche aus den Punhten abode oder ans den Ebenen ABODE 
durch graphisclie OonstrucUonen hervorgehen^ s%nd Elemente des Nekes 
abode {oder des Nekes ABODE), Und alle Elemente des> Nekes 
warden a^ls den PunUen abode oder atis den Ebenen ABODE 
durch guiphtsolie OonstrucUonen hergestellt. 

Die Gleickung x^u^ x^u^ — 0 1st die 
nothwendige und kinreickende Bedingung filr das An- 
einanderhegen der Elemente {x^x^x^^x^) und 
von denen das eine ein Punkt, das andere eine Ebene 
des Netzes abode 1st. 

Das Element {x^X2X2,x^ werde mit x bezeicknet, das Element 
(2/12/22/34/4) g u. s w. Durck die Punkte x und y des Netzes 
ahcde kann man vier zum Netze gekdrige Ebenen legen, indem 
man die GSrade xy mit vier Punkten pqrs des Netzes verbmdet. 
Die Ebene xyp hat die Coordinaten E + E + x^y^p^ 

u. s. w., so dass 
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CD{A, B, E, xyp) = 

ebeuso 

CD {A, B, E, xyq) = 

3 jx; •S±1»32 ^i24 

u. s w. Folglith bestimmen die Ebeneu xyq., xyr, xy^ eiu 

Doppelverhaltniss 

S±a:2y3Pi-2±X3ij,7i — S±X3yiPi -S±a:2y3D 

■S±a;22/32'4 ■ ^±X3ytri — 2+ arjj/iai S± Xgysit 


S + x^ysq^. 2±X3yiSi— 2±X3i/,qi S + x^ysS^ 
^ S + X3ijiSi — S±X3i/,Pi S±X2y3Si 


BeJeutet daher z. B. [xypr) die Deteimiuante 2J+ so ist 


xijipqrs) = 


^xypo I (xyqs) 


[xyqr) {xijps) 

Im Falle — x^y. = 0, cl x^i = y^:y^j ersetzt man AJBGB 
dmcli eine Permutation. 

Auf der Diuchsclinittslinie zweier Ebenen %i uud v des Netzes 
ahcde \7erdeii viei Punkte des Netzes bestimmt, iiidem man die 
Geiade uv mit vier Ebenen a^yd des Netzes durclischneidet. Fur 
Jiese Punkte ergiebt sicb. das Doppelveibaltniss 

uv{a^y8)=f^y\P^-%. 

^ rf j {uv^y) (uv ad) 

Sind also xypqrs gleichaitige Elemente des Netzes aheile, und 
liegen von den flinf Elementen pqrsx kerne vier in einem Gebilde 
zweiter Stiife, so existiien mmdestens clrei von den Doppelverlialt- 
nissen 


rs{pqxy)j qs(prxij), gfr{psxy) u. s, w., 
d h. y ist ein Element des Netzes pqrsXj und uberhaupt alle Ele- 
mente des Netzes abode gehoren zum Netze pgrsx, insbesondeie 
abode ABODE selbst. BcmcJmct man mit pqrsx fimf PunUe des 
Net0es abcdcj von denen heme vier %n einer Ebene hegen^ odor funf 
Ebenen des NcUes abode , vou denen heiipe vier durch emen PunU 
geheUj so sind alle Elemente des Netzes abode aticli Elemente dcs 
Net0es pqrsx und umgehehrL 


§ 23. Die stetige Zalileiireiliean der Seometrie. 

Warden funf Punkte a, by e, dy e festgebalteii, von denen keine 
vier in einer Ebene liegen, so konnten wir jedes Element des Netzes 
abode durch Zahlen darstellen. Jeder graphischen Beziehung z-wi- 
schen solchen Elementen entsprach ein gewisser Zusammenhang 
zwisclien den Zahlen^ welche zur Darstellung der Elemente dienten 
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Es war aber noeli mcM zu ertennen^ ob sicb die analyhscke Be- 
handlung auf alle Elemente ausdehnea lasst. 

Zaersfc warea Zahlen znr Unterscheidung der Elemente von 
Netzen in einforniigea Gebilden eingefiihrt worden; wir werden dem- 
gemass aucb jetzt zuerst ein einformiges G-ebilde m Betracbt ziehen. 
Es seien e beliebige Punkte einer Geraden, welcbe den eigent- 
lichen Punkt p enthalt, und in dieser Geraden mogen die eigent- 
lichen Punkte f und g auf verschiedenen Seiten von p angenommen 
werden. Im Netze ale kann ich (§ 21 Seite 176) einen eigentlicben 
Punkt J? zwiscben f und p, einen eigentlicben Punkt E zwisehen 
p und g, endlich einen nicbt zur Strecke EE geborigen Punkt A 

constiuiren, so dass EE durch Ap 
^ ^ getrennt werden^ und um fesfczustellenj 

* ••• • P 2 um Netze ale gebbrt, braucbe 

B hph E Beziebung jeiies Punktes 

zuin Netze ABE zu imtersucben. Wenn mm der Punkt p einen 
Index im Netze ^5-EJbesitzt, so ist der letztere jedenfalls zwiscben 
0 und 1 gelegen (§ 21 Seite 176); es wird daber geniigen, die 
Punkte des Netzes ABE, welcbe den Indices 

1 1 ill. 

2 ’ I ^ I ’ 4 ^ 4 ’ 4 ’ 

entsprecbeii , der Reihe nacii zu construiren und darauf zu acbten^ 
ob man unter ibnen dem Punkte p begegnet, 

Allein nach den bereits in den beiden ersten Paragraphen 
(Seite 18 und 25, vergl. aucli § 15 Scbluss) geinacbten Bemerkungen 
ist diese Construction nicbt beliebig weit auszudebnen, vielmehr 
lasst sicb allemal unter Berucksicbtigung der Verbaltnisse des ein- 
zelnen Falles eine Grenze angeben, welcbe man nicbt zu tiber- 
schreiten bat. Um eine soicbe Grenze zu ermitteln, gebt man von 
der Erwagung aus: 

dass man in jedem einzelnen Falle eine Strecke MN 
anzugeben vermag, innerhalb deren einzelne Punkte 
nielit niebr von einander unterscbieden werden, und 
dass von jeder congruenten oder kleineren Strecke 
dasselbe gilt. 

(Vergl. die Einleitung, Seite 3.) Man macbe nun auf der Geraden 
ah zxi beiden Seiten von p die Strecken ph und pic mit MN con- 
gruent und bestimme zwei Punkte Ji und Ic' des Netzes A EE, 
welcbe zwiscben p und h, resp zwiscben p und h fallen; die In- 
dices YOU K und h' im Netze AEE sind positive echte Briiche, 
welcbe — auf den klemsten gemeinscbaftlicben Nenner gebracbt — 
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dureh ^ dargestellt werden mogen. Da p zwisehen Ji und 1' 

liegt, so konnen (§21 Seite 116) als etwaige Indices von p im 
Netze ABE nnr diejenigen (positiven, eclit gebrochenen) Zahlen 

in Betraekt komnien , welche zwisehen ~ nnd -- hegen. Mindestens 

eine solche Zahl kommt in der Reihe 
1 __2_ 

2?-l- ^ 1 

vor; der entsprechende Punkt ist; wenn er nicht genan piit p zu- 
sammenfellt, dock nicht merklick von p verschieden, da er sonst 
zwisehen li nnd p oder zwisehen p und ¥ musste eingesekaltet wer- 
den konnen. Dasselbe gilt fiir die Nenner -j- + 3, • • •; 

iiberkaupt werden die Punkte; welche den Zaklen zwisehen ~ und 

- entsprechen, soweit dereu Construction gelingt, von p nicht merk- 
lich differiren. 

Wenn man nicht schon nnter den positiven echten Bruclien 
mit kleinerem Nenner eine Zahl angetroffen hat, welche den Punkt 
p genan darstellt, so wird es kiernach zwecklos sein, die Versuche 
kber den Nenner + 1 hinaus fortzusetzen, und so fiihrt immer 
eine endliehe Anzahl von Constructionen zu einer Zakl welche 
als Index im Netze J. 15 den Punkt mit hinreichender Ge- 
nauigkeit darstellt. Endlich berechnet man eine rationale Zakl a;, 
welche als Index im Netze aie den Punkt p hmreichend genau 
angiebt, aus der Gleickung 

j. {ateJ) — jah eE) {aheB) •— x 

^ {aheJB) — [aheE) {aheA) ~ x 

Es werde jetzt ein Strahlenbuschel mit eigenthekem Sckeitel 
angenommen, und in ihm werden drei Strahlen u^s festgehalten. 
Bezexeknet man mit q einen beliebigen Strakl des Buschels, so ent- 
steht die Prage, ob q durck emen Index im Netze cepe dargestellt 
werden kann. Man lege durck einen (vom Sckeitel des Busckels 
moglickst entfernten) eigentlichen Punkt p des Strakles q eine Ge- 
rade, welche a, /J, £ in resp. i, e schneidet, und bestimme 
eine rationale Zahl x, welche als Index im Netze ahe den Punkt p 
genau oder dock kinreichend genau wiedergiebt; die Zakl x^ als 
Index im Netze a^a aufgefasst, darf fur einen kinreichend genauen 
Reprasentanten des Strahles q erklart werden. Auf diese Bestim- 
mnng kann man immer zurtiekgehen, wenn in emem einformigen 
Gebilde vier Elemente aVep' gegehen sind und gefragt wird, oh 
zu p ein Index im Netze a'V e' gehort; denn man kann im Buschel 
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den Sti’ahl q derart construireii; dass die Piguren a^SQ nnd aVep 
projectiT werdeii; und darf dann die naeli dei obigen Vorschrift 
bestimmte Zabl Xj als Index im Netze aVe aufgefasst, fur einen 
bmreicbend genauen Reprasentanten des Eiementes p erklaren. 

Da hiermit die Moglicbteit gegeben ist, in jedem einfor- 
migen Gebilde die Lage eines beliebigen Eiementes ge- 
gen drei feste durch eine gewohnliebe Coordin-ate und 
folglich aueh duieh zwei homogene Goordinaten hinrei- 
chend genau zu bezeichnen, so wird die entspiechende For- 
derung zilnachst fur die Gebilde zweiter Stufe ebenfalls erfiillbar. 
Sind z. B. ahee vier Pimkte einer Ebene, von denen kerne drei 
in gerader Lmie liegen, p eiu Punkt der Ebene ahe ausserhalb der 
Geraden he ca ab, so uiitersucht man^ wie der Strahi ap gegen 
die Strahlen ah a e ae liegt, der Strahi hp gegen bchabey u. s. w. 
Hat man zwei dieser Strahlen moglichst genau durch Indices in den 
hetreffenden Netzen dargestellt, so geben die drei homogenen Goor- 
dmaten, welche nach § 22 Seite 178 den beiden Indices entsprechen; 
die Lage des Punktes p mit hinreichender Genauigkeit an. Ver- 
steht man endlich unter ABTAE funf Punkte, von denen keine 
Tier in einer Ebene liegen, unter p einen Punkt ausserhalb der 
Ebenen BfA FAA AAB ABF oder eine Ebene ausserhalb der 
Biindel ABFA; so ergeben sich aus diei Indices -Bestimmungen die 
Tier homogenen Goordinaten eines mit p genau oder annahernd zu- 
sammenfallenden Eiementes^ imd wenn es sich darum handelt, die 
Lage einer Geraden zu bezeichnen, so werden zwei an ilir gelegene 
Punkte oder Ebenen benutzt 

Uebrigens kaun man als gegebene Elemente in letzter Lime 
steis eineAnzahl von eigentlichen Punkten ansehen, welche 
moglichst genau durch eigentliche Punkte des Netzes ABFAE dar- 
zustellen sind Dabei wird man die zwischen den gegebenen Elemen- 
ten stattfindenden Beziehungeii berucksichtigen; sollen z. B. vier 
Punkte p ([r s in einer Ebene liegen , aber p qr nicht in einer Ge- 
raden , so sucht maU; nachdem die Punkte jp 2 ^ und also auch die 
Ebene pqr dargestellt sind, von den drei fur s erforderlichen In- 
dices nur zwei direct auf, wahrend man den dntten aus der Be- 
dingung fur das Anemanderliegen der Ebene pqr und des Punktes s 
berechnet, u. s. w. 

Der Emfachheit wegen wollen wir nur Punkte als gegeben 
betrachten Wenn diese nicht durchweg mit Punkten des Netzes 
ABFAE genau zusammenfallen, wenn also die den ermittelten 
Goordinaten entsprechende Figur nicht genau mit der gegebenen 
uberemstimmt , so kann doch die analjtisclie Gntersuchinig sich nur 
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auf die erstere beziehen, und ihre Resiiltate werden an der letzteren 
sich nur annaliernd bestatigen. Injedem Falle aber gelten fur 
die analytische Untersucbung folgende Bestiminungen: 

1 . Jedes System von Tier reellen, rationaien oder irrationalen, 

aber niclit gleichzeitig verschwindendeu Zablen wird 

ein in dem zu Gronde gelegten Coordinatensysteme mit den homo* 
genen Coordinaten behafteter mathematischer Punkt 

genannt. Dabei sollen alle Systeme qXc, qx^ wo q erne 
beliebige, endliche und von Null verschiedene Zahl bedeutet, — 
aber nur solehe — Reprasentanten eines und desselben Punktes 
sein. 

2. Von den raathematischen Punkten^ welche einer linearen 
Gleicliung 

— j— “[” ^^3^3 “1“ “2^4 ^4 9 

genugen , sagen wir , dass sie in einer mathematischen Ebene 
liegen , und nennen % ^*4 die homogeneii Coordinaten dieser 
Ebene. 

3 . Von den mathematischen Punkten, welche gleichzeitig in 
zwei Ebenen enthalten sind , welche also zwei lineare Gleichungen 

+ u^x^ ~h %% + ^4^4 = Oj Xy + 't\Xo + v^x^ + = 0 

erfiillen, sagen wir, dass sie in einer mathematischen gera- 
den Lime liegen. 

Ziehen wir hieraus, ehe wir weitere Bestimmungen treffen, 
einige Folgerungen. Vier mathematische Punkte {XyX^x^x^)^ 
3^2 2^4); (^1^2 ^3 ^4)? (^1^2 ^.1^4) lisgen dann und nur dann in 

einer Ebene weiin die Determinante ^ 4 : ^ 12 ^ 2 % ^4 verschwindet. 
Drei Punkte {XyX^x^^x^j ( 3 ^i 2/22/32/4) ? (^1^2 ^3 ^4) dann und nur 

dann in einer Geradeii, wenn alle Determmanten aus je drei Co- 
lonnen des Systemes 

x^ Xo x^ x^ 

• 2 /i 2/2 2/3 2/4 

0 y ^3 ^4 

verschwixiden. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte 

'(&! 62^3^4); (^1^2 ^3 <^4) welche nicht m gerader Lmie liegen, so 

werden alle Punkte der Ebene durch die Zahlensysteme 

+ Iby + (iCy , + liz + ^^27 + ^^3 “f“ 

xa^ + 4- 

reprasentirt , wo unabh'angig von emander alle reelleu Werthe 

*) Das Beiwort ,,matlieinatisch‘* wird bei den Pun^ten, Geraden nnd 
Ebenen im Folgondeii weggelassen, dagegen werden « die eigenthchen odei 
(lurch eigentliche Elemonte dofinirten Elemente besonders kenntbch gemacht. 
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durcHaufen, aber nictt zn gleicher Zeit Null werden diirfen; die 
Werthe wo q beliebig, aber weder Null iiocb unendlich, 

— und nur diese — stellen denselben Punkt dar, wie ^ I ^ Nimmt 
man in einer Geradeii zwei Punkte 
werden alle Punkte der Geraden durcb die Zablensysteme 

zcti -j- 5 ca_) “f- ^63^ ^<^^3 ^ ^^2 f -j- 

reprasentirtj wo x A unabbangig von einander alle reellen Werthe 
durchlaufen, aber nicht zu gleieher Zeit Null werden diirfen; behalt 
Q die obige Bedeutung; so stellen die Werthe qz qX — und nur 
diese — denselben Punkt dar, wie z X — Werden die auf das An- 
einanderhegen der Elemente*": Punkt, gerade Lime, Ebene be- 
zuglichen Ausdriieke und Bezeichnungsweisen in dem fruher erklarten 
Sinne weiter beibehalten, so erkennt man, dass in den vorstelienden 
Bemerkungen die Worte „Punkt^^ und „Ebene^^ mit einander ver- 
tauscht werden diirfen, und dass die Satze 1 2. 4. 5. 7. — 15 des 
aehten Paragraphen giiltig bleiben. Das Element werde 

mit X bezeichnet u s. w. Sind dann vier Ebenen eines Biischels 
gegeben, und nimmt man auf der Axe des Biischels zwei Punkte 
X, y und m jenen Ebenen, aber ausserhalb der Axe, vier Punkte 
resp, p, ^'5 5 , so stellt der Quotient 

{xy^r) (ary^ s) 

{xycit) [xypB)'^ 

WO z, B. {xy^pr) E bedeiiten soli, eine 

nur von den gegebenen Ebenen abbangige Zahl vor. In Rilcksicht 
hierauf schreibt man 

4. in dem Biischel, dessen Axe die Punkte x und y enthalt, 
den vier Ebenen, welche nacli den Punkten j», g, r, s (m dieser 
Keihenfolge) hmgehen, ein bestimmtes Doppelverhaltniss zu, 
welches durch den Ausdruck 

{xypr) {xyq^s) 

{xygit) {xyps) 

definirt wird, Ebenso wird 

5. auf der Geraden, 111 welcher die Ebenen u und v sicli 

durchschneiden, fiir die vier Punkte, durch welche die Ebenen 
Uy d (in dieser Reihenfolge) hindurchgehen, der nur von 

diesen vier Punkten abbangige Ausdruck 

(uv^y) {uvccd) 
als Doppelverhaltniss eingefuhrk 

Sind ccy fiy fy S die Ebenen xyp, xyq, xyr^ xys^ so kann 
man wahlen: 
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^ ifc ; ^2— — ^ do^'l VzlU 5 ^3 = ^ i ^iViPaj 

a^~ db Vi Pa 

u s. w. und erhalt: 

■ ill ii2 % ^^4 j it'i ^3 ^4 '^h 

(itvay) = — ^ tj t;3 «/, ^2 1/3 2/i = — '^V , 

i a2 cc^ ^4 \ ^ I ^*2 ^ 3 ^*4 

wo Z. B. Ua: == -?/j + ^< 2^2 + ~ 

= — (^cc yp i ), so wird 

(uvay) = (xypr) {n^^Vy — 

ebenso 

[tiVpd) = (55«/g5) 

u. s w. Die Differeiiz ist nieht Null, folglich haben 

die Ebenen a^yd dasselbe Doppelverhaltniss, wie die perspective 
Punktreihe auf der Geraden uv. Man scbliesst hieraus: Je zwei 
perspective Puiiktreiken baben einerlei Doppelveihaltniss , ebenso 
je zwei perspective Ebenenbiiscbel. 

6. Das feste Doppelverhaltniss aller Punktreiben und Ebenen- 
biischel, welche mit vier Strahlen eines Strahlenbuscbels perspee- 
tiv liegen, wird das Doppelverhaltniss der vier Stialilen 
genannt 

Das Doppelverhaltniss von vier Elementen aicd eines einfor- 
migen Gebildes ist also gleich dem Doppelverhaltnisse jeder pro- 
jectiven Figur. Dasselbe soil aucb der Index von d im Netze ale 
genannt werden; ist sein Wertb eine ganze Zabl n, so soli d das 
Element des Netzes ale beissen. 

7. Sind al c d vier Elemente in einem einformigen Gebilde, 
so sagt man von den Paaren ah (oder ha) und cd (oder dc), 
dass sie getrennt oder niebt getrennt liegen, je naclidem das 
Doppelverhaltniss von ahed negativ oder positiv ist 

Die Worte „Punkt^^ und „Ebene^^ kbnnen aucb jetzt tiberall 
mit einander vertauscht werden. 

Die so emgefiihrten BegriflPe werden wieder graphische oder 
projective genannt. Aus ibnen werden alle Begriffe und Be- 
zeichnungen, welche wir in der projectiven Geometric ein- 
gefubrt batten, aucb jetzt in gleicher Weise abgeleitet. Dies ist 
freilicli nur deshalb zulassig, weil alle graphiseben Satze — und 
0 waT jet^t oJine jeden YoThelialt — gilltig bleiben , wie zunachst in 
Kiirze gezeigt werden soil. 

Das Doppelverhaltniss von vier Punkten piTS einer Geraden 
lasst sicb namlich auf eine einfaclie Form brmgeii, wenn man zwei 

Pasoh, Vorlesungen. 
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weitere Punkte a h der Geraden emfuhrt imd dann fiir t — 2, 

3, 4 setzt 

== = Clt Xljiy -j- Si = "4“ ^^-5 ; 

wodurch unter voiilbergelieuder Benntzimg von zwei willknrlichen 
Punkten xy auf einer die vorige mclit schneidenden Geraden jenes 
Doppelverlialtniss 

‘ pr) [xy qs) _ {%- ji) (l—v) 

[xy'cjir) ixyi^s) {l—ii) (w — v) 

sick ergiebt. Ans dieser Form leitet man sofort den Zusamnien- 
hang zwisclien den durch Permutation der Punkte jpq'is sieli er- 
gebenden Doppelverhaltnissen ab, wie er in § 21 Seite 173 aii- 
gegeben ist^ und libertragt ihn auf beliebige einformige Gebilde. 
Man beweist ferner fiir funf Elemente pqrst eines einformigen 
Gebildes, dass die Doppelverhaltmsse der drei Figuren pqsty 
pqrs als Product die Einlieit hefern. Daraus folgt die Richtigkeit 
der vier letzten Satze des § 7. Von den graphiscben Satzen des 
neunten Paragrapben braucht nur einer bier bewiesen zu werden, 
etwa der dritte; bebalt man die dortigen Bezeicbnungen bei^ so 
liefern die Doppelverhaltmsse der Figuren LJlch'j JKIV 

das Product Ems (vgl die Betracbtung auf Seite 178) ; wenn also das 
erste Doppelverbaltmss negativ und das zweite positiv ist, so ist 
das dritte negativ. Die grapbischen Satze der §§ 10 — 12 warden 
aus den vorbergebenden grapbiscben Satzen gefolgert. — Figuren 
mit gleicbem Doppelverbaltmss sind projectiv. Das Doppelverbalt- 
niss von vier barmoniscben Elementen ist negativ und gleicb sei- 
nem reciproken Wertbe, also = — 1. Je vier Elemente mit dem 
Doppelverbaltmss — 1 sind barmoniscb. 

Unter Beibehaltung der vorigen Bezeicbnungen findet man* 


ab H 

Hid p == 


{xy as) {xp hp) 
\xy hs) (xy ap) 


ah<i 

md q ■ 


V 


ah s 

ind 


V 



V V 

md a = (^2/ g«) ^ ^ ^ iJZjt . 

{xy [xy pa) [y — 1) % 

X 

wenn also im Netze abs der Index von r zwiscben den Indices 
von p und q liegt, so ist das Doppelverbaltmss der Punkte pqra 
negativ, die Paare pq und ra liegen getrennt. — Die Punkte prqra 
liegeii barmoniscb unter der Bedingung 

A = 4 r i 

ft « ' 1 

Diese ist u. A. erfiillt, wenn p, r irb^Wtze abs die Indices n — 1, 
n n besitzen, wo n eine gaidii^^^Ziabl^’Bedeutet, d, b. auch bei 
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cler jetzigen Definition der ganzzaliligen Indices wird der (n — 1)^® 
Punkt des JS^'etzes vom (u -f- 1)*®“ dnrch den und den Xulipunkt 
harmoniscli getrennt, die Definition fallt also mit der fruheren zu- 
sammen. Werden nun m einer Geraden die Punkte AB^ durch 
B,F getrennt, ist also das Doppelverhllltniss der Punkte AB^BqB 
negatir, folglich das der Punkte ABqB^F grosser als Eins, ist 
ferner n die grosste positive ganze Zalii, welche den Index von P 
im Netze AB^B^ mcht libersteigt, P„ der und Bn-\-i der (n + 1/® 
Punkt des Netzes ABqB^, so faUt entwedei B^ mit P zusammen 
Oder (der Index von P fallt zwischen n und 1 und) es werden 
BnBj^j^x durch d-P getrennt. Damit ist jenes graphische Theorem 
des § 15 (Seite 120) erwiesen, welches auf dem damaligen Stand- 
punkte nicht aus graphischen Satzen deducirt werden konnte, und 
es schliessen sich claran ohne Weiteres alle iibrigen graphischen 
Satze an, welche wir in den §§ 15 — 18 abgeleitet haben. — Die 
Paare pq und rs sind fur a aquivalent unter der Bediiigung 




1,1 1 1 1 

= Oder , = 

l * [I % ^ V % A ^ V 

Uni alle Satze des § 21 auf inationale Indices ausdehnen zu 


Oder 1 

% A 


1 


kbnnen, beinerken wir, dass 


apq 

ind r — 


/ qji 

md a = 


(k — ft) X 

— 1 ) ft 



und detiniren fiir beliebige Lage dei funf Punkte 



5t I 


SO dass 

md \p^J == ind r 

und mithin, wenn fiir a die Paare pq und rt aquivalent sind: 

« ^ T S\ a at t 

md \p(i) — ind Krt) = md 6, 


eine Erklarung, welche man fiir die in § 21 betraehteten Punkt- 
reihen leicht mit der dort gegebenen m Uebereinstimmung bringt. 
Die in § 21 gegebenen Satze werden jetzt auch fur nicht durch- 
weg rationale Indices als giiltig erkannt, zunachst m der Punkt- 
reihe, in Folge dessen aber auch im Strahlen- und Ebenenbiischeh 
Dadurch kommen schliesslich auch in § 22 die Beschranfcungen in 
Wegfall, wonach die Coordinatenverhaltnisse rationale Zahlen sein 
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mussten iind iiur cliejenigen Elemente durcli Coordmaten darstellbar 
waren, welclie sicli aus den das Coordmaten system bestimmenden 
Elementen durcb gewisse Constructionen ergeben. Der Coordinaten- 
begritf wird derart erweiteit, dass aus irgeud filuf Pimkteii, von 
denen keine vier iii emer Ebene liegen, ein Coordinatensystem ge- 
bildet werden kann, wobei die Doppelverbaltuisse in jedern Coor- 
dinatensysteme in gleicber Weise aus den Coordinaten berechnet 
werden und die Bedingung des Aneinanderliegens von Punkt und 
Ebene immer die namlicbe Gestalt besitzt. 

Die StammbegiifFe der projectiven Geometrie liaben durcb die 
vorstehenden Pestsetzimgen diejenige umfassendere Bedeutung er- 
langt, auf welcbe am Ende des 15^““ Paragraphen binge wiesen 
wurde. Um den dort besprocbenen Satz aufstellen zu kbnnen, be- 
darf es nur nocb der Bestimmung, dass. 

8 . wenn ate eigentlicbe Punkte auf einer Geraden sind, c 
zwiscben a und h gelegen , jeder durcb a und h nicbt von c ge- 
trennte Punkt der Geiaden ah em ^^Punkt der Strecke ah^^ 
Oder ein ^^zwiscben a und 6 gelegener Punkt‘^ und 

9. wenn d und e Punkte der Strecke ab sind^ jeder durcb 
d und e von a oder h getrennte Punkt f der Geraden ah em 

zwiscben d und e gelegener Punkt^^ genannt wird. 

Von den Punkten der Stiecke ah gelten die Satze 6 — 18. imd 
die Definition 4 des eisten Paragrapben ; zum Beweise kaun man 
die 'Indices im Netze ahe emfubren, wobei die Punkte der Strecke 
ah alien positiven Wei then entsprechen und der Index von f zwi- 
scben die Indices von d und e fallt (vgl. § 21 Seite^l76). Nehmen 
wir nun innerbalb einer geraden Strecke AB den uneigentlichen 
Punkt JJ/und setzen wir voraus^ dass auf der Geraden .4 JB Punkte 
.. m unbegrenzter Anzahl definirt werden. Im Netze 
ABE seien a^a 2 a^ • - • die Indices der Punkte A^A^A^ . - .5 diese 
positiven Zablen besitzen eine positive untere Grenze c, derart dass 
keine jener Zablen unter den Werth c sinkt, dass aber, wenn d 
iigend erne fiber c gelegene Zahl bedeutet, nicbt alle Zablen 
^ liegen. Ordnet man den Indices c und d die 
Punkte G und D zu, so fallt G entweder nacb B oder zwiscben 
A und B] kein Punkt der Reibe A^A^A^ . . liegt zwiscben B 
und (7; zwiscben A und D liegen nicbt alle Punkte der Reihe. 
Damit 1 st der m § 15 Seite 125 f. formulirte Satz bewiesen, zugleicb 
aber aucb der allgememere : 

V Sind drei Elemente ABF in emem einformigen Gebilde 
gegeben, und kann man in diesem Gebilde Elemente A^A^A^ . . . 
in unbegrenzter Anzabl definiren, welcbe von F durcb A und B 
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getrennt werden^ so existirt ein von F durch A und B getrenu- 
tes oder mit B identisches Element Q derart dass, wie immer das 
von F imd A durch C getiennte Element D m dem Gebilde 
gelegen sein mag, nicht alle Elemeiite der Reilae A^A^A^ . . . 
durch A und D von F getrennt werden, wahrend kern Element 
der Reihe durch B und C von F getrennt wird 

Diesen Satz kann man beispielsweise bei der Aufsuchiing der 
Doppelelemente einer Involution im einformigen Gebilde anwenden. 
Die Involution ist durch zwei Elementenpaare bestimmt; liegen die 
Paare getrennt, so sind keine Doppelelemente vorlianden (§ 16 
Seite 131). Demnaeh seien etwa auf einer Geraden li die Punkte- 
paare a a, in nicht getrennter Lage gegeben; die Paare a^, ha 
mogen getrennt liegen. Nimmt man auf h den Punkt c zwischen 


ah c / y ^ a 

h und ^ fiir den Grenzpunkt a and neiint y den homologen Punkt 
in der duich die Paare aa^ 6/3 bestimmten Involution, so liegt fur 
a auch y zwischen 6 imd /3 (§ 16 Seite 131), folglicli y entweder 
zwischen h und c oder zwischen c und /3 Passen wir nur die- 
jenigen Lagen von c in's Auge, bei denen das letzteie eintntt, und 
neiinen wii / den duich diese Punktmenge nach dem vorstehenden 
Satze bestimmten Punkt dei Geraden h zwischen h imd so liegt 
f zwischen g und y (derm zwischen j3 und y liegt kein Punkt c) 5 
jedem Punkte zwischen 6 und / entspricht m der Involution ein 
Punkt zwischen ^ und und umgekehrt; folglicli entspricht f sich 
selbst, ebenso (§ 16 Seite 131) der vierte liarmonische Punkt g zu 
aaf. S'lnd also emem emfornugen Gebilde zivei mcht getrennfe 
Elementenpaare gegeben^ so besitzt die dadurch besUmmte Involution 
0 weh Doppelelemente. Die Prage nach den Doppelelementen 
zweier aufeinanderliegenden einformigen Gebilde, 
welche projectiv, aber weder aquivalent noch involu- 
torisch Sind, lasst sich auf den Pall der Involution zurtickfiih- 
renj deim solche Doppelelemente miissen zugleich Doppelelemente 
der durch die gegebene Projectivitat nach dem letzten Satze des 
§ 16 bestimmten Involution werden, und umgekehrt^). 

Zu demselben Ergebmss beziiglich der Involution fuhrt die 
Gleichheit der Doppelverhaltnisse (ab^x) Timl (cc/ih^) fur conju- 
girte Elemente Setzt man zur Abkiirzung die negative Grosse 
(a^bcc) — — - w, so wird 

(abfix) — 1 — {a^hx)j 

Vgl. Zextschnft f. Math. u. Phys , Jahrg. 27 S 124. 
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(ff i\h^\ == ^ ^ ___jL±J^i: 

(ajSga) l~-{aj3ia) . r 

La^h^) 

^1 — {a^l)x^ + (aj3&|)^ = (1 4 -^^) («i3&|). 

Wird QO ein Doppelpunkt, werden also {a§hx) imd^(a^&|) eiuer 
imd derselbeu ZaU (p gleich, so kommt: 2 m(p — m iind 

(p = — m • 

Diese beiclen Werthe von g? smd die Coordinaten der Doppelpunkte 
f niid g im Netze a§b. l 3 a m (m -f- 1 ) < (1 + so entspricKt 
dera oberen Zeichen ein Werth (a^hf) zwisclien 0 iind 1 , dem 
imteien ein Werth (apbg) < — m. 

Beide Wertlie smd im Allgemeinen irrational, und es ent- 
stelit daher die Prage, was dieselben geometiisch zu bedeuten haben. 
Dabei kbimen wir uns auf den Fall beschranten, wo die gegebeneii 
Punkte ttj aj b, p eigentliche Pimkte einer Geraden smd; m ist 
dann erne positive rationale Zahl und bezeichnet, als Index im 
Netze apb aiifgefasst, die Lage des Punktes a oder eines von a 
nicht merklich verschiedenen Punktes, der fhr die weitere Betrach- 
tung an Steile von a tntt. Der Index von f in jenem Netze 

{apif) = a?, wo 0 < aj < 1 , 

ist im Allgemeinen irrational, aber aiich wenn er rational ist, so 
kann es vorkommen, dass er mehr Constructionen verlangt, als die 
Pigur ausisufubren gestattet. Man besiimme nun die positive ganze 

f 

• — ^ • 

ah A h ^ ^ 

Zahl k so gross, dass der dem Index k im Netze pab entsprechende 
Pimkt mit p eine Strecke begrenzt, welcbe nicht grosser ist, als 
die auf Seite 188 definirte Strecke MN. Wenn im Netze aPe^ 
den Indices 2, 3, . . . die Punkte ^ 2 ; ^3 > • • • entsprechen, so ist 

(a/J&ei)=~-, (a/36ej) = -|, {a^he^)=^,- ■; 

die Gebilde ae^pe^, ae^GiC^, 7 harmomsch, und 

nacli § 14 Seite 117 sind die Strecken 62 ... kleiner als 
die Strecke pe^^ folghdh auch klemer als MN, In der Reihe 

0 , 1 

^ w’ ^ w ’ 

seien a^, dw + ^ diejenigen Zahlen, zwischen denen x liegt, 
und seien die entsprechenden Punkte, und in der Reihe 2,. 3, 
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. I sei die erste Zalil, fur welelae die Strecke niclit 

grosser als MN ausfallt. 1st dami x unter den ZaMen 
1^12 12 ^—1 
T’ T’ ‘ 

nicht anzutreffen^ so nenne man f emeu eigentliehen Punkt zwi- 
schen und Bv\ von den mit A^. und B^ m der involution con- 
jugirten Punkten liegt einer ausserlialb der Strecke A^ B^, der 
andere — etwa der mit Av conjiigirte — fallt zvs^ischen At> und 
B^ und ist also nicht merklich von f verschieden. Da hiernach 
A^f annahernd als ein Paar der Involution zu betrachten smd^ so 
ist f von seinem coujugirten Punkte nicht merklicli verschieden 
und hat wenigstens annahernd die Eigenschaften des Punktes f. 
Deshalb wird bei der Anwendung der analytischen Geometrie der 
eigentliche Punkt, den wir vorhin f genannt haben, geradezu mit 
f bezel chnet und als der dem Index x entsprechende Punkt, also 
als Doppelpunkt der Involution angesehen. — Nach der Ausein- 
andersetzung auf Seite 189 lasst sich dieses Ergebniss auf beliebige 
Involutionen in einformigen Gebilden ubertragen. 

Um die beriihrte Prage allgemein aufzufassen, nehme ich an, 
dass auf analytischem Wege ein Punkt f ermittelt sei, welcher zu 
einer durcli eigentliche Elemente eines Neizes ABTAE (vgl. S 190) 
gegebenen Figur in einer vorgescliriebenen projectiven Beziehuiig 
stehi Wir haben dann fiir jenen Punkt Ooordmaten 
dereu Verhaltnisse reell sind, aber nicht rational, oder doch zur 
genauen Construction nicht geeignet zu sein brauchen. Das vor- 
ausgeschickte Beispiel mag geniigen, um erkenneu zu lassen, dass 
immer ein eigentlieher oder durch eigentliche Strahlen darstellbarer 
Punkt existirt, welcher zur gegebenen Pigur genau oder annahernd 
in der verlangten Beziehung steht, Dieser Punkt wird bei der 
Anwendung der analytischen Geometrie geradezu niit 
/■bezeichnet und als der geometrische £eprasentant des 
Werthsysteines angesehen* 

Die gegebene Figur kaiin um den jetzt mit / bezeiclmeten Punkt 
erweitert und die erweiterte Pigur von Neuem der analytischen 
Behandlung unterworfen werden. Sucht man aber den ursprung- 
lichen Bestimmungen gemass Coordinaten im Netze ABTAE zu 
ermitteln, so fallen deren Verhaltnisse nicht immer rational aus und 
brauchen jedenfalls mit den Verhaltnissen der Zahlen — 

welche wir doch soeben als Coordinaten von f hingestellt haben — 
nicht tibereinzustimmen. Der bierin gelegene Widerspruch wird 
nur dadurch gehoben, dass wir der Ungenauigkeit , welche den 
Coordinaten anhaftet, gehbrig liechnung tragen. Jede Ooordmaten- 
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bestimmung wurde auf die Anfgabe zuruckgefiihrt, in der Verbin- 
dmigslinie zweier eigentlicben Punkte JB, E die Lage des zwiscben 
B nnd E gelegenen eigentbcben Punktes p dareh emen Index 
ini Netze ABE darzustellen , wobei wir A ausserhalb der Strecke 

BE annakmen. Waren nnd — die Indices zweier eigentlicben 

Punkte li nnd zwiscben denen p liegt, derart dass innerbalb 
der Strecke KV einzelne Punkte nicbt mebr von einander unter- 

scbieden werden konnen, nnd bess sicb zu der zwiscben ^ nnd —■ 

gelegenen rationalen Zabl | ein eigentlicber Punkt constrniren, so 
war derselbe von p nicbt merklicb verscbieden^ nnd wir nabmen 
desbalb | als Coordinate von p im Netze ABE. Diese Bestim- 

mung niiissen wir jetzt dabin erweitern^ dass jede zwiscben nnd 

gelegene — rationale oder irrationale — Zabl mit gleicbem 

Recbte als Coordinate von p genommen werden kann; denn sncbt 
man auf die vorbin erorterte Weise innerbalb der Strecke BE 
darzustellen, so gelangt man zn einem von p nicbt merklicb ver- 
scbiedenen Punkte. Dadurcb ordnen wir deni Punkte p eine ste- 
tige Polge von Zablen zu, deren jede die Lage von p mit bin- 
reicbender Genamgkeit wiedergiebt; nnd die Coordinatenverbaltnisse 
liberbanpt erbalten, indem jedes aus emer gewissen Zablenfolge 
willkurlicb entnommen werden darf, diejenige Unbestimmtheit, 
welcbe durcb die am Scbluss der Emleitung scbon bervorgebobene 
Ungenanigkeit der geometriscben Begriffe bedingt wird. Die Recb- 
nnng folgert ans gegebenen Zablenrelationen andere, welcbe mit 
jenen nnbedingt zusammenbesteben, nnd bringt aus gegebenen 
Zablen andere bervor, welcbe vorgescbriebenen Beziebungen zn den 
gegebenen Zablen vollkommen genau entsprecben; aberdieUeber- 
tragung der Figur in Zablen nnd die Riickkebr von den 
Recbnungsresultaten zurPigur kann nicbt mit gleicher 
Genamgkeit erfolgen. 

Wir baben im Vorstebenden nnr grapbiscbe Constructionen m 
Betracbt gezogen, aber die mit dem BegrijGf der Congruenz znsam- 
menbangenden sind nicbt minder mit Ungenanigkeit bebaftet. Be- 
zeicbnet man, wie in § 20 Seite 162, miiABJDEaa' eigentlicbe Punkte 
einer Ebene, derart dass Aaa in einer Geraden, A zwiscben a und 
a, B nnd JD auf einerlei Seite der aa\ a nnd E auf verscbie- 
denen Seiten der AB liegen, aB und AD auf a a senkrecht 
steben und die Piguren ABa, BAE congruent smd, so fallt in 
der Euklidiscben Geometrie der Scbenkel AE mit dem Scbenkel 
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AD zusammen, m der Gauss’schen fallt er zwischen die Schenkel 
der Riemann’schen zwischen die Schenkel AD 
und Ad . Danach ist das Doppelverhaltniss 
A(BDaE) entweder Null odei negativ odei 
positiv. Der Versuch lehrt; dass die Schen- 
kel AD und AE zusammenfallen oder 
doch nicht merklich auseinand ergehen. 
Wir sind daher berechtigt, den Werth jenes 
Doppelveihaltnisses, den Index des Strahles AE 
im Netze A{EDa)y aus einer stetigen Folge von 
positiven und negativen Zahlen, welehe in ge- 
wisser Nahe der Null liegen, beliebig zu eut- 
nehmen; aber wir sind nicht genothigt, ihn genau gleich Null zu 
setzen, wie es die Euklidische Geometrie verlangt, weiche freilich 
fur die von uns betrachteten Figuren (vgl. § 1 Seite 18) hin- 
reiehende Genauigkeit besitzt 


AD und Aa, m 



Fig 69 


M 

Berichtigiingen. 

Seite 37, TJebersclinft, lies „Strahlenbundel“ statt ,,Ebeneiibundel‘^ 
„ 64, Ueberschrift, lies ,,Anwendung“ statt „Anwenduug‘‘ 

„ 119, Fussnote, lies „Calcul“ statt ,,Calcul“ 

„ 185 Z 9 V. 0 lies pj statt p 2 

„ „ Z 11 v 0 lies statt p^. 
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